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CUPRINS



Introducere

Desi pare paradoxal avand in vedere istoria bogata a subiectului, a compune o noua carte de ”Ge-
ometrie a curbelor si suprafetelor” nu este un lucru facil. Chiar acest trecut glorios apasa cu o
responsabilitate sporita pe umerii celui ce igi propune o noua scriere. Astfel, exista cateva monografii
excelente in domeniu si de o parte din ele ne-au servit ca punct de plecare si maniera de abordare.
Faptul ca ne-am Incumetat la o noua redactare se datoreza si aspectului important ca unele din aceste
tratate sunt greu accesibile studentilor precum si necesitatii de a face o selectare foarte drastica a
materialului necesar in conformitate cu numarul de ore alocate Cursului: 4 ore curs/3 ore seminar.
Astfel, desgi am prezentat partea clasica a teoriei, a trebuit sd facem un veritabil mixaj de subiecte,
tehnici, exemple, si in ideea unei oferte editoriale rezonabile (100 de pagini). De asemeni, am atintit
si o privire spre partea de abordare cu ajutorul calculatorului a unor chestiuni computationale. Sunt
incluse un mare numar de probleme (130) cu grade diverse de dificultate!

Un proiect de o asemenea amploare a beneficiat din plin de sprijinul a mai multor colegi. Suntem
datori cu multimi domnisoarei asistent doctor Adina Balmus, care, cu deosebita generozitate, a corec-
tat anumite greseli, erori, omisiuni. Multumim colegului conferentiar doctor Marian-loan Munteanu
pentru disponibilitatea de a ne ajuta in diverse aspecte ale tehnoredactarii.
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Cursul 1

Notiunea de curba. (Geometria unei
curbe

ACEST CURS RASPUNDE LA URMATOARELE INTREBARI:

’le Ce este o curba 7

’Qg: Ce 1Inseamna geometria unei curbe 7

Fixam numarul natural n > 2. Scena intregii materii a acestui Curs va fi spatiul n-dimensional
R™ = R x ... x R unde in acest produs cartezian avem n factori. Dat i € {1,...,n} avem proiectia
7 R" = R, 7(7) = 7i(zt, ..., 2") = 2’

Definitia 1.1 i) Numim curbd parametrica sau curbd parametrizata in R™ o aplicatie 7 : I C R —
R™ unde:

il) I = (a,b) este un interval real deschis,

i2) 7 este o functie neteds adici pentru orice i € {1,...,n} aplicatia z° = 7 o7 : I — R este
diferentiabila de clasa C'*° (neteda).

ii) Multimea C' C R™ o numim curba in R™ daca existd o curba parametrica 7 : I — R™ aga incat
C = 7(I). Spunem c& 7 este o parametrizare a lui C' gi notam:

(C:7=7(t), tel] (1.1)

t se numeste parametru pe curba C iar punctul P = 7(t) al curbei il notam simplu P(t) sau inca
P(7(t)). Relatia (1.1) o numim ecuatia parametrica a curbei C.

Observatii 1.2 i) Este posibil ca intervalul I sa nu fie deschis; atunci vom presupune existenta
perechii (J, R) cu J interval real deschis continand I si R :J — R™ netedi asga incat 7 este restrictia
la I alui R. Mai spunem ci C = 7#(I) este arc al curbei C = R(J).

Spre exemplu, domeniul de definitie al cercului unitate S* pentru o parametrizare injectiva nu este
deschis:
St 7(t) = (cost,sint),t € [0,2n) (1.2)

si bineinteles ci avem R(t) = (cost,sint) neteda pe J = R.

ii) Daca n = 2 atunci spunem ca C' este o curba in plan iar pentru n = 3 spunem ca C' este o curbd in
spatiu. Daca C' este o curba in spatiu dar situata intr-un plan 7 atunci vom spune ca C' este o curbd
pland.

Exemple 1.3 i) Dreapta d continind punctul M (7) si avand vectorul director @ # 0 este (conform
Cursului Geometrie 1):
d:7=7ry+ta, teR. (1.3)
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ii) Axa Oz din R? este o curba in spatiu. Trei parametrizari pentru aceast curba sunt:

Oz :71(t) = (£,0,0), 7a(t) = (t* +2t,0,0), 73(t) = (1°,0,0), teR.

Din ultimul exemplu vedem ca o curba oarecare are mai multe parametrizari. Pentru a realiza o
legatura intre doua astfel de parametrizari reamintim:

Definitia 1.4 Fie intervalele reale I si J si functia ¢ : J — I, s — ¢(s) = t. Spunem ca ¢
este difeomorfism daca ¢ este bijectie cu ¢ si ¢! netede. Fie Dif f(J,I) multimea nevida a acestor
difeomorfisme.

Fie so € J fixat si tg = ¢(so). Reamintim derivata lui ¢~! in tg:
(671 (to) = — (1.4)
¢’ (s0)

deci ¢’ nu se anuleaza in niciun punct!

Definitia 1.5 Curbele parametrizate 7 : I — R”, h : J — R™ se numesc echivalente si notim
7 ~ h daca exista ¢ € Dif f(J,I) aga incat h = 7 o . Spunem ca ¢ este o schimbare de parametru si
ca h este o reparametrizare a lui 7.

Sa observam din definitia precedenta ca 7 si h au aceeagi imagine geometrica C deoarece ¢ este
bijectie; deci 7 §i h sunt parametrizari ale aceleiasi curbe C.

Propozitia 1.6 ~ este o relatie de echivalenta pe mullimea parametrizarilor unei curbe C.

Demonstratie 1) (Reflexivitatea) 7 ~ 7 cu ¢ = 1;.
2) (Simetria) Presupunem c& 7, ~ 7o via . Atunci 73 ~ 71 via ¢ 7L
3) (Tranzitivitatea) Presupunem ca 7 ~ 7y via ¢ §i o ~ T3 via ©. Atunci 71 ~ 73 via @ o). S&
obsevam ca daca ¢ € Diff(J,I) si ¢ € Dif f(K,J) atunci pop € Dif f(K,I). O

Acest rezultat ne permite introducerea notiunii principale a acestui Curs:

Definitia 1.7 Se numeste proprietate (marime) geometricd sau invariant al curbei C' o proprietate
(marime) ce nu depinde de parametrizarile dintr-o clasd de echivalenta fixata a lui C. Multimea
proprietatilor gi marimilor geometrice constituie geometria lui C.

Cu Propozitia 1.6 o curba C va fi considerata ca o clasd de echivalenta de curbe parametrice
si o proprietate geometrica este o proprietate comuna tuturor curbelor parametrice echivalente; dar
bineinteles ca din punct de vedere computational vom lucra cu un reprezentant fixat, adica cu o
parametrizare data, de aceea in cele ce urmeaza vom considera doar curbe paramerizate. Un prim
exemplu de proprietate geometrica este dat de:

Definitia 1.8 Fie C : 7 = #(t),t € I i to € I fixat. Punctul My(tp) al lui C' este numit:
i) singular daca 7 (ty) = 0,
ii) regulat daca nu este singular.
O curba cu toate punctele regulate se numeste regulata.

Propozitia 1.9 Regularitatea (si deci singularitatea) este o proprietate geometricd.

Demostratie Fie ¢ : J — I o schimbare de parametru pe C' si ug € J aga incat tg = p(up). Fie
R(u) = 7 o p(u) noua parametrizare a lui C. Avem:

dR & dy

C o) = Lito) - 22 (up). 1.

7y (w0) =~ (to) - — - (uo) (1.5)
Cum ¢’ # 0 pe J avem 7 (tg) # 0 daci si numai daca R'(ug) #0. O

Observatii 1.10 Parametrizarile 7y si 7o ale axei Oz sunt regulate dar parametrizarea 73 are
punctul singular ¢ = 0 corespunzator originii O(0,0,0); putem spune ca originea este o singularitate
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aparenta a axei Oz. Atentie: aplicatia ¢ : R — R, ¢(t) = 3 + 2t este un difeomorfism al dreptei reale
deoarece ¢'(t) = 3t + 2 > 0 pentru orice ¢t € R. Deci 7, ~ 7.

In concluzie, dreapta cu parametrizarea 7, (echivalent 72) are o anumita geometrie diferita de
geometria dreptei cu parametrizarea 73! O

In continuare, vom considera doar curbe parametrizate regulate! Daca vom compara 71 cu
79 ale exemplului precedent observam ca 7} are norma constanta (egala cu 1, deci este versor) in timp
ce 7 are norma variabila 3t2 + 2. Este clar ca din punct de vedere al calculelor este preferabild prima
parametrizare. Urmatorul concept formalizeaza acest aspect important:

Definitia 1.11 Curba C : 7 = h(s),s € J se numeste parametrizatd unitar sau (canonic) daca
|h/(s)]] = 1 pentru toti s € J. Atunci s se numeste parametru natural sau canonic pe C.

Teorema 1.12 Fie C : 7 =7 (t),t € I o curba regulata.
1) Ezista o reparametrizare canonica a lui C.
2) Fie Toyy §iT oy doud parametrizari canonice ale lui C' cu p; : I; — 1. Atunci g02_1 opy: Iy =1
are expresia 4,02_1 op1(s) =Es+sp cuso €R.

Demonstratie 1) Fie I = (a,b) si fixam to € I un punct numit origine. Definim L : (tg,b) — R,
L(t) = ftz |7 (u)||du. Aceasta functie este neteda cu L'(t) = ||7(¢)|| > 0 pe (to,b) din regularitate.
Deci, L este strict crescatoare deci injectiva. Cu J = L((tg, b)) rezulta ca L : (tg,b) — J este bijectie
netedd. Fie acum ¢ = L™ : J — (t9,b), s — o(s) = t(s); deci ¢ este un difeomorfism adici schimbare
de parametru pe C. Fie h: J — R” noua parametrizare a lui C' dati de h = 7 o ¢. Avem:

@S:@ s .ﬂssz’ (s =7 . 1 _ Fl(t)
0 6) = ) - o 5) = (0 #19) = 70 - s = L
In concluzie, ||A/(s)|| = 1 pentru toti s € .J.

2)Fiepr: 1 = I, 5 —t=1(s)sipa: o — I, u—t=s(u). Din h; = ¥o; parametriziri unitare
ale lui C' rezulta:

d( o p; ” / o /
1= 02D () = 1 i) - 5N = I D) - o)

adica: 1
Atunci: (s)

—_ / —1\/ / S

(e o)) = (2 )'(0) - 1 5) = s = 1
$i o integrare da concluzia. O
Definitia 1.13 i) Functia L : (t9,b) — R:
L(t) = [y 17 (u)]|du (1.6)

se numeste lungimea de arc pe [to,t] pentru curba C.
ii) Presupunem ca a > —oo (deci a € R) si ca urmare facem alegerea ¢ty = a. Numarul real pozitiv
L(C) := L(b) este lungimea curbei C' (deci presupunem ca L(C) < +00).

Exemplul 1.14 Pentru cercul centrat in originea planului si de raza R avem:
C(O,R) : 7#(t) = R(cost,sint),t € [0, 27]. (1.7)

Atunci |7 (u)|| = R si L(t) = Rt. Inversam functia s(t) = Rt si avem t = s/R de unde rezultd
parametrizarea canonica a acestui cerc:

C(O,R): h(s) =R (cos %,sin %) ,s € [0, L(2r) = 27 R). (1.8)
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Folosind formula schimbarii de variabild in integrala definita avem:
Propozitia 1.15 Lungimea unei curbe este un invariant in teoria curbelor.

Demonstratie Reamintim formula schimbarii de variabile in calculul integralelor: fie ¢ : J =
(c,d) = I = (a,b),u — p(u) =t cuypec CHJI). Daca f : I — R este continua atunci:

d b
[ o) wdn= [ s (1.8)

Fie acum parametrizirile 7 si h = 7 o ¢ date de Definitia 1.5 si presupunem, pentru simplificare,
¢ crescatoare i.e. ¢’ > 0 pe J. Conform formulei (1.5) avem:

W (u) =7 (p(u) - ¢ (u) (1.9)

si deci aplicand formula (1.8) cu f = ||| avem:

d d b
/nwwmm/WMﬂww¢ww=/Hﬂwﬁ

ceea ce voliam. |
SEMINARUL 1

S1.1 Sa se reobtina formula distantei euclidiene dintre punctele M (71), Ma(72) din R™.

Rezolvare Fie dreapta d = M Ms:
d:’F(t) :fl—Ft(’FQ—’Fl),tER. (110)

Segmentul [M;Ms] este descris de t € [0, 1] si deci:

1
d(Ml,Mz) = / Hfz — ledt = ”fg — le. (1.11)
0

A se vedea si Definitia 3.3 din Cursul 3.

S1.2 (Grafice de functii) Fie f : I = (a,b) — R de clasd C* cu k > 1. Graficul lui f este curba in
plan:
Gy :7(t) = (t, f(t)),t € I (1.12)

Se cere lungimea acestei curbe.

Rezolvare Cum 7(t) = (1, f/(¢)) avem din (1.6):

b
L(G)) :/ VI (POt (1.13)

formula ce apare de altfel in Manualul de Analiza Matematica de clasa a XII-a!

S1.3 Se cere lungimea arcului [0, 27] a cicloidei:
7(t) = R(t —sint,1 — cost),t € R (1.14)

unde R > 0 este o constanta data.
Rezolvare Avem: 7'(t) = R(1 — cost,sint) si deci: [|[F/(t)|| = Rv1—2cost+1 = 2R|sin}]|.
Avem:

27 ¢ "
L(C’[0,2ﬂ']) = 2R/ sin idt = —4Rcos 5‘37" — 8R.
0



Cursul 1
S1.4 Se cere lungimea arcului [0, ] a astroide:
7(t) = R(cos®t,sint),t € R. (1.15)
Rezolvare avem: 7(t) = 3R(— cos® tsint, sin? t cost) si deci: |7 (¢)| = 3R| costsint| = 32| sin 2¢|
Deci: -
L(Clp,z) = ? /02 sin 2tdt = —% cos 2t]0% = ?

(1.16)

S1.5 Pentru spirala logaritmica:
7(t) = R(eF cost, e sint), t € R

l
ntl este constant.

cu R > 0,k > 0 constante date se cere:
i) sd se arate ca unghiul dintre 7(t) si 7(t) este constant,

ii) notand cu I, lungimea arcului [2nm,2(n + 1)7] s& se arate ca raportul
Rezolvare i) Avem: 7(t) = Re*(kcost — sint, ksint + cost) si deci: ||7(t)|| = ReF*VEZ +1,

ln

|7(t)|| = ReF si < #(t),7(t) >= R2ke?*. Rezulta:
k

_ <r@®),7(t) > _
~IFONIFOI VE2Z+1

cos L(7(t), 7 (t))

2(n+1)w @(62(n+1)kﬂ' . €2nk7r)

ii) Avem:
l, = RVEk2+1 Mt = -
2nm

T care este o constanta strict mai mare decat 1.

de unde rezulta: 17:1 =¥
S1.6 Se cere lungimea arcului [0,2] al curbei: 7(t) = (¢ — 1sh2t,2cht),t € R.
Rezolvare Avem 777¢(t) = (1—cht, 2sht) si 1 —ch2t = 1— e —(etfgitf = —2sh?t. Deci:
7 (t) = 2sht(—sht,1) si rezulta: ||7(t)|| = 2shtcht = 2(et_eitl(et+eit) = 62t—2€_2t = sh2t. Lungimea
ceruta este: )
1 hd — 1
L(C)0,2]) = /0 sh2tdt = Seh2tfy = ¢ —

7(t) = (8Rt3,3R(2t? — t)), R > 0.

S1.7 Se cere lungimea arcului [0, v/2] a curbei:
Rezolvare Avem #'(t) = 12R(2t2,t — t3) si deci:
|7 (8)| = 12RV12 + 2t4 + 6 = 12R(t> + )

de unde rezulta:
V2 2 4 2
L(C0,V2]) = 12R/ (t 4+ t)dt = 12R( + 5)!0“5 = 12R(7 + 3) = 24R.
0

Pentru exercitiile urmatoare reamintim coordonatele polare in plan:
T = pcosy
y=psing

si deci curba in plan va avea ecuatia in coordonate polare:
C:ip=plp)pel=(ab) SR

(1.17)

(1.18)
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S1.8 Se cere lungimea curbei in coordonate polare.

Rezolvare Deoarece avem ecuatia vectoriala:

C:7(p) = (p(w) cos g, p(p) sing),p € I (1.19)
rezulta:
7 (o) = (p' cosp — psin, p’ sinp + pcos p) (1.20)
si deci:
17 (@)l = Vp? + (p')?

ccea ce implica:

b
z&c>=;/ V@) + () (@)dy. (1.21)

S1.9 Spirala lui Arhimede: p(p) = Rp,p € R, cu R > 0 o constanta data.
Rezolvare Avem din (1.21):

b
L(C‘[a,b]) = R/ Vv1+ g02dg0.

Reamintim: .
/\/1—i—t2 =3 (t t2+1+ln(t+\/t2+1)>
si deci:
R
L(Clay) = 5 (¢V@+1+mlp+ V@ + 1)) IL.
Rezulta:

L(C

0,8) = % (b\/ﬁJr In(b + \/ﬁ)) .

S1.10 Sa se reobtina lungimea cercului C(O, R) folosind coordonatele polare.

Rezolvare Ecuatia lui C(O, R) in coordonate polare: p = constant = R. Din (1.21) avem:

2
L(C(O, R)) = /0 Rdg = 27 R. (1.22)

S1.11 Se cere lunigimea arcului [0, 27] a curbei: 7(¢) = R(1 + cosp), R >0

Rezolvare Avem 1’'(p) = —Rcos ¢ si deci:

VrE 4 (r)2 = R\/(1+cos<,p)2+sin2<p: R\/2 +2cosp = 2R| COS§!~

Prin urmare:

e [T e ¥ v
L(C|0,2n]) :2R(/ cos o —/ cos 5) :4R(Sin§|g—sin§]iﬂ) =4R(1-0—-0+1) =8R.
0 T

S1.12 (Conice nedegenerate) C : p(p) = %,gp € R, unde e € [0,400] reprezinta excentric-
itatea conicei. Avem: e € [0,1) pentru elipsa (e = 0 pentru cerc), e = 1 pentru parabold si e > 1
pentru hiperbola. Se cere lungimea unui arc al curbei.

Tema individuala !

Exemple de calcul a lungimii cu MATLAB
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S1.13 ([6, p. 172]) Fie 7 : R — R2, 7(t) = (t + 2, % + 1) si vrem lungimea arcului [0, 2].

Rezolvare

2 1 .
L(Clioz) = / VP Lt = L/ 1 Int + VP D] = VB + L In2 + V).

Liniile MATLB sunt astfel:
>> symst;
>> f=[t+2 t3/2+1];
>> df = dif f(f,t);v = sqre(df(1)* + df (2));
>> s =int(v,t,0,2); eval(s) (+ Enter )
Answer: s = 2.9579.

S1.14
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Cursul 2

Reperul Frenet si curburi

Fixam in R™, n > 2 curba parametrica C' : 7 = 7(t),t € I C R.

Definitia 2.1 Numim cdmp vectorial de-a lungul lui C o aplicatie X : I — R", X = (X!,..., X")
cu proprietatea ca X' : I — R este aplicatie neteda pentru toti i € {1,...,n}. Fie 2 (C) multimea
acestor campuri vectoriale.

Observatii 2.2 i) 27(C) este multime nevida deoarece campul vectorial nul este element al acestei
multimi.

ii) Cum C este regulata (am fixat aceasta ipoteza inca din Cursul 1) aplicatia T': I — R™ data de:

T(t) = (2.1)

este un element din 2°(C). O
Definitia 2.3 T'= T'(t) se numeste campul vectorial tangent al curbei C.

Exemplul 2.4 Reamintim cercul de raza R centrat in origine
C(O,R) : 7(t) = R(cost,sint),t € R. Avem:

T(t) = (—sint,cost). (2.2)

Se obtine imediat ca: < r(t),T(t) >= R(—costsint + sintcost) = 0 adicad rezultatul binecunoscut:
tangenta este perpendiculara pe raza in punctul de tangenta.

Observatia 2.5 i) Reamintim ca R™ este spatiu vectorial real de dimensiune n. Fixam un sistem
de vectori S = {vy,...,v;} din R™ cu 1 < k < n. Cel mai mic subspatiu vectorial al lui R ce contine
pe S se noteaza spanS sau span{vi,...,v;} §i este intersectia tuturor subspatiilor vectoriale ale lui
R™ ce contin pe S.

ii) Fie S1 = {vi,..., v} si S2 = {v],..., v} ca mai sus. Presupunem c& pentru orice i € {1,...,k}
avem descompunerea: v, = ag vj unde in membrul drept am folosit regula Einstein (a indicelui mut)
de sumare: repetarea unui indice sus si jos semnifica sumarea dupa toate valorile posibile ale acelui
indice. Fie A = (af) ii=1% € Mi(R) matricea asociata acestor sisteme de vectori via descompunerea
precedenta. Putem scrie global:

(V] ey ) = (V1,00 vp) - A

reamintind conventia de inmultire a matricilor:
_ ) J\ _ 7
U-V= (Uj)'(”z) =W = (w)).
Deci: indicele superior indica linia iar indicele inferior indicé coloana !

Definitia 2.6 i) Sistemele Sp, So se numesc la fel orientate daca det A > 0 respectiv contrar
orientate daca det A < 0.
ii) Sistemul S = {vy,...,v,} il numim pozitiv orientat daca este la fel orientat cu baza canonica

Q
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B. = {e1,...,e,} din R". Reamintim ca e; = (0,...,1,..,0) cu 1 doar pe locul i. Daca S este contrar
orientat lui B, spunem ca S este negativ orientat. -
iii) Pentru n = 2 folosim notatia B, = {i, j} iar pentru n = 3 notatia B. = {4, j,k}.

Observatii 2.7 i) Daca S este orientat pozitiv sau negativ atunci S este sistem liniar independent.
Fiind exact n vectori cat este dimensiunea spatiului R™ avem ca S este chiar baza in R™.
ii) Reamintim ca dimensiunea unui spatiu vectorial este numarul maxim de vectori liniar independenti
din acel spatiu si ca un sistem de exact n vectori liniar independenti (sau sistem de generatori) intr-un
spatiu vectorial n dimensional este obligatoriu baza in acel spatiu vectorial.

Urmatoarea notiune fundamentala a teoriei curbelor este:

Definitia 2.8 Numim bazd Frenet pentru curba parametricd C' un sistem {X1,...,X,,} € Z(C)
satisfacand pentru orice t € I proprietatile urmatoare:
F1) < X;(t), X;(t) >= 0;; pentru toti ¢,j € {1,...,n}. Reamintim ca (J;;) este simbolul Kronecker
fiind 1 pentru ¢ = 5 si 0 in rest.
F2) span{Xi(t), ..., Xx(t)} = span{ 9 (1), .., %(t)} pentru toti k € {1,...,n — 1}.
F3) Sistemele de vectori din F2 sunt la fel orientate.
F4) Sistemul de vectori {X1(t),..., X,,(t)} este pozitiv orientat.
Ansamblul RF(7(t)) = {7(t); X1(t), ..., Xn(t)} se numeste reperul Frenet in punctul P(7(t)) € C. O
curba ce admite baza Frenet se numeste curba Frenet.

Observatii 2.9 i) Conditiile F1+F4 spun ca {X;(t), ..., X,,(t)} este o bazd ortonormatd in R™
pentru orice t € I.
ii) Pentru & = 1 din F2 avem c& vectorii X1(7T'), 7 (t) sunt coliniari deci existd scalarul \(¢) € R aga
incat: Xi(t) = A(¢)7(t). Conditia F3 pentru k = 1 spune ca A\(t) > 0. Cu alegerea A(t) = i ’%t)|| care

7

este scalar strict pozitiv (motivata de ortonormare !) obtinem:

X1(t) = T(t). (2.3)

Conform discutiei din Observatia 2.7 suntem condusi la introducerea urmatorului tip de curbe:

Definitia 2.10 Curba C se numeste in pozitie generald daca pentru orice ¢t € I sistemul

%(t), cey ‘Cil:niff(t)} este liniar independent. Pentru n = 3 folosim denumirea de curba birequlata.

Observatia 2.11 Pentru n = 2 pozitia generala este echivalenta cu regularitatea.
Un rezultat central al teoriei curbelor este:

Teorema 2.12 (de existenta si unicitate a bazei Frenet) Daca C este in pozitie generald atunci
C este curba Frenet. Mai mult, baza Frenet este unicd.

Nu vom demonstra acest rezultat general dar sa observam ca daca X € 2 (C) atunci campul
vectorial derivat X' = (X1, ..., X},) apartine lui 2°(C) si mai general

Xk) = (de,fl sy d’;jgn) € 2°(C) pentru orice k € N cu conventia X(© = X,

In continuare presupunem C' In pozitie generala. Vectorul X/(¢) se descompune unic in baza
{X1(t), ..., Xn(t)} si deci exista functiile a] : I — R date de:

X () = a] (1) X;(1) (2.4)

(2

§i cum toate functiile ce intervin mai sus sunt netede rezulta c& si toate a] sunt functii netede. Pentru

J

o abordare globald introducem matricea de functii: A(-) = (a;j(+)); j—15 si atunci relatiile (2.4) se

scriu unitar:

X1 Xl
- [O=A0"[ ¢ |®) (2.5)
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cu A transpusa matricii A.

Propozitia 2.17 Matricea A satisface:

i) este antisimetricd, adicd maricea transpusd satisface: A = —A i.e.:
aj(t) = —a;-(t). (2.6)

ii) pentru j > i+ 1 avem:

Demonstratie i) Derivam F1 cu regula Leibniz gi avem:
< Xi(t), X;(t) > + < Xi(t), Xj(t) >= 0 care este exact (2.6) scrisa: a I (t) + af ‘() = 0.
ii) Din F2 avem ca: X; € span{% (1), ..., dt, ( )} ceea ce implica:
X!(t) € span{ dtQ( )y ey %(t)} = span{Xi(t),..., X;+1(t)} si aceasta relatie da (2.7). O

Definitia 2.13 Fie curba C' in pozitie generala. Functiile K; : I — R date de:

(2.8)

sunt netede pentru orice i € {1,...,n — 1} si se numesc curburile lui C' in punctul P(7(t)) € C.
Cazuri particulare
I) n =2 deci avem curba regulata C : 7#(t) = (x(t),y(t)),t € I. Avem:

1
7O

Versorul X se noteaza N si se numeste campul vectorial normal.
Cautam N de forma: N(t) = (u(t),v(t)). Conditia F; devine:

IN@I? = ) + 070 = 1
{ <T(t),N(t) >= 2/ (t)u(t) + v/ (t)v(t) = 0. (2.10)

Regularitatea inseamna (z/)% 4 (y')? > 0 si vom presupune ci 4 # 0; in caz contrar avem 2’ # 0 si in
> )
. . v . v . . . . . / A~ . v oA
discutia urmatoare schimbam rolurile lui = gi y. Din a doua relatie avem: v = —%u care inlocuita in

Xi(t) =T(t) = ('(®),y'(2). (2.9)

—ex’
[I71]

/2 /
prima da: u? (1 + ‘;ﬁ) =1 cu solutia: u = % pentru € = £1. Revenind la v obtinem: v = si

deci:

N(t) - Hfl(t)H <y (t)7 -z (t)>

si vom determina ¢ din F4. Astfel, matricea cu prima coloana T'(t) si a doua coloana N (t):

/ !
( =i il
—ET

71l

trebuie sa aiba determinantul pozitiv. Dar determinantul acestei matrici este (—¢) si deci: € = —1.
In concluzie:

e T
= e
\—/

1
(I ()]l

In fapt, expresia lui N se deduce pe o cale mai rapida astfel: din conditia de ortonormare in plan
avem N(t) = ¢-T(t) cu ¢ unitatea complexa, deoarece inmultirea cu ¢ semnifica o rotattie de 90° in
sens trigonometric=sensul anti-orar. Matricea A este:

10=( gy )

a3 (t) =< X1(t), Xo(t) >=< T'(t), N(t) > .

N(t) = (=y/(1), 2 (2)). (2.11)

cu:
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Derivam campul vectorial tangent din (2.9) ca o fractie:

1 I O P} ol
HTIHQ = 17Ol T(t) - = (nf|7]). (2.12)

Cum N (t) este ortogonal pe T'(t) rezulta:

T'(t) =

)

=1 t
2(t) =< 2 Ny >
si din relatia (2.11) obtinem:

- < @000, (v 0).20) >

17 (%)

In concluzie, avem o singura curbura, notata k, cu expresia:

B(t) = QOO @) | (2.13)

Observam ca functia curburd poate avea orice semn; un punct P(7(t)) € C' se numeste inflexionar
daca k(t) = 0 respectiv vdrf dacd este punct critic al curburii i.e. £'(t) = 0.
IT) n = 3, deci avem curba biregulata C : 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)),t € I. Avem:

(@'(t),4/' (1), 2'(1)). (2.14)

X5 se noteaza tot N si ca la curbe in plan se numeste campul vectorial normal iar X3 se noteaza B
si se numegte campul vectorial binormal.

Din < T(t),T(t) >= 1 prin derivare cu regula Leibniz avem: 2 < T"(t),T(t) >= 0 deci T"(t)
este perpendicular pe T'(t). Avem aceeasi formuls (2.12) iar biregularitatea implici: T”(t) # 0. In

concluzie: "
T
{ Nt = (2.15)

unde X este produsul vectorial din R3.

Avem:
0 —a3(t) 0
A= @ 0 —dw
0 as(t) 0

at(t) =< T'(t),N(t) >= — < T(t), N'(t) >
{ aj(t) =< N'(t), B(t) >= — < N(t), B'(t) >

Astfel: a}(T) =< T'(t), II;’EgH >= ||T(¢)|| > 0. K; se numeste curbura si ca la curbe in plan se
noteaza k iar Ko se numeste torsiunea si se noteaza 7.

Avem prin derivarea primei relatii urmatoare si utilizarea lui (2.5):

() = [l (OIT ()
()?) (7 @OIDT(E) + 17 OIT' () = ()T(t) + |7 (t)]aF (£) N (2) (2.16)

(t
+ (N + [7]aiN" = ()T + ()N + [[7'[|ata3 B.
Facem produsul vectorial al primelor doua relatii:

() x 7 (t) = |7 (1)l (t) B(2)

L
'ﬂ"*\& =L
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si cum B(t) este versor avem:

k(t) = \\Fﬁtf)/(xgngt)ll ] (2.17)

Facem acum produsul mixt al vectorilor din (2.16):

(7, 7", 7") = (|7 | T, |7 [aiN, |7 |aa3 B) = ||| (a1)?a3
deoarece (T, N, B) = (i,j,k) = 1. Obtinem:

s _ I )

% = 7l < PP

si, In concluzie, expresia torsiunii este:

_ @), (1),r" (1))
T<t) - H (t)xr”(t)H2 . (218)

Observam ca k > 0 dar torsiunea poate avea orice semn.
SEMINARUL 2

S2.1 Sa se studieze C'(O, R) din punct de vedere Frenet.

Rezolvare Campul vectorial tangent este dat de (2.2) iar din (2.11) obtinem: N = (—cost, —sint) =
—%). Deci campul vectorial normal este indreptat spre interiorul cercului, mai precis spre originea
planului, iar < T, N >= 0 este expresia analitica a faptului binecunoscut: raza este perpendiculara
pe tangentda. Avem din (2.13):

—(—Rcost)Rcost + (—Rsint)(—Rsint R? 1
oty — = ) ( )( ) R 1 210
R3 R} R
in acord cu viziunea geometricd: cercul este ”curbat” peste tot la fel !
Cercul nu are puncte de inflexiune dar toate punctele sale sunt varfuri.

S2.2 Sa se studieze dreapta in plan din punct de vedere Frenet.

Rezolvare Reamintim c& avem ecuatia dreptei in plan d : 7#(t) = (xg + ta, yo + tb) cu My(xo, yo)
un punct fixat al dreptei respectiv @ = (a,b) # 0 vectorul director al lui d. Rezulta: 7'(t) = (u) si
7 = 0. Obtinem deci: T'(t) = T ”—constant N(t) = HﬁH( b, a) respectiv k = 0 in acord cu viziunea
geometricd” dreapta nu este curbata deloc !

S2.3 Sa se studieze dreapta in spatiu din punct de vedere Frenet.

Rezolvare Deoarece 7’ = 0 (ca mai sus) rezultd cd dreapta consideratd in spatiu nu este bireg-
ulata. Dar orice dreapta din spatiu este inclusa intr-un plan 7 si eventual aplicand o rotatie si o
translatie putem presupune ca m = xOy ceea ce conduce la problema anterioara.

S2.4 Sa se arate ca formula (2.17) se reduce la (2.13) pentru o curba in plan.

Rezolvare Deoarece 7(t) = (z(t), y(t)), 0 rezulta:

i k
rE) x () =| () y't) 0 ]=(0,0,—"(®)y'(t) +y"(t)2'(t))
0

ceea ce da concluzia (renuntand la ipoteza de pozitivitate din spatiu). Obtinem astfel o noua formula
pentru curbura unei curbe in plan:

det(r (1), 7 (1))

AN OIE

(2.20)
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S2.5 Se cere curbura elipsei E : 7(t) = (acost,bsint),t € R (sau t € [0,27]) cu a > 0,b > 0.
Rezolvare Avem: 7(t) = (—asint,bcost) si 7' (t) = (—acost, —bsint) = —7. Rezulta:
b
k(t) = . 5 (2.21)
(a?sint + b2 cos? t)?

si deci elipsa nu are puncte inflexionare. Deoarece:

2 2
K () = 3a21?(b : a ?)smt;osf (2.2)
(a?sin“t + b2 cos? t)2

rezultd ca elipsa are 4 varfuri, exact intersectiile cu axele: ¢ € {0

s 3

19y o -
S2.6 Se cere curbura (ramurei pozitive a) hiperbolei H : 7(t) = (acht,bsht),t € R cua > 0,b > 0.

Rezolvare Avem: 7(t) = (asht,bcht) si 7 (t) = (acht,bsht) = 7(t). Rezulta:
—ab
k(1) = -

2.23
(a?sh?t + b2cht)% (2:23)
si deci hiperbola nu are puncte de inflexiune. Deoarece:

_ 2 32
K () = 3ab(a® +b )shtcf)ht (2.24)
(a?sh?t + b%cht)2

rezulta ca hiperbola are un singur varf, intersectia cu axa Ox: t = 0 unde se anuleaza functia sh.
Reamintim ca cht > 1 pentru orice t € R.

S2.7 Se cere curbura curbei C : 7(t) = (cost + tsint,sint — tcost),t € R.

Rezolvare Avem: 7(t) = (tcost,tsint) si 7' (t) = (cost — tsint,sint + tcost) de unde rezulta
k(t) = % Deci trebuie scos t = 0 din domeniul de definitie, curba nu are puncte de inflexiune si nici
varfuri.

Imaginea curbei.

S2.8 Se cere curbura cicloidei.

Rezolvare Avem: 7(t) = R(sint,cost) si deci: k(t) = 4R_si1n£ ceea ce spune ca cicloida nu are
2

puncte de inflexiune dar din domeniul de definitie trebuie scoase punctele: t; = 2knw cu k € Z. Cum:

k‘/(t) _ cos%

5T rezulta ca varfurile cicloidei sunt: ¢y = (2k + 1) cu k € Z.
2

N/ \\

A / \
\ \

Imaginea cicloidei.



Cursul 2 15

S2.9 Se cere curbura astroidei.
Rezolvare Avem: 7(t) = 3R(2costsin® —cos®t,2sint cos® t — sin®t) i deci: k(t) = g1y
ceea ce spune ca astroida nu are puncte de inflexiune dar din domeniul de definitie trebuie scoase

punctele: ¢ = 47 aé /;: G)Z. Scriind: k(t) avem: k'(t) = 34Rcs?rsl22 L- ceea ce spune ca varfurile
2k+1)mw

astrodei sunt: ty = =5 cu k € Z.

_ -2
~ 3Rsin2t

.\ /
“1of

Imaginea astroidei.

S2.10 Se cere curbura spiralei logaritmice.

Rezolvare Avem: 7(t) = ReF(k?cost — 2ksint 4 cost, k?sint + 2k cost — sint) si deci: k(t) =

e—kt
RVE2+1°
S2.11 (Curbura in coordonate polare) Pentru C : p = p(y) avem:

Spirala logaritmica nu are puncte de inflexiune si nici varfuri.

NS Pl el il (2.25)

(0 + (1))

Rezolvare Derivand (1.20) obtinem:

=1

7 (o) = (p" cosp — 2p"sinp — pcos, p” sinp + 2p' cos  — psin ) (2.26)

si un calcul imediat da formula (2.25).
S2.12 Se cere curbura lemniscatei C : p(p) = R\/cos2¢.

Rezolvare Cu formula (2.25) obtinem: k(p) = 2+/cos 2¢.

S2.13 (Curbura graficelor) Se da curba grafic C' : 7(t) = (¢, f(t)),t € I C R. Se cere curbura lui
C.

Rezolvare Avem: 7#'(t) = (0, f(t)) ceea ce da:

ht) = — 1 (2.27)

(1+ (/%)

si deci C are ca puncte de inflexiune zerourile lui f”.

N|w

S2.14 (Curbura curbelor implicite) Se da curba definita implicit C : F(x,y) = 0. Se cere curbura
lui C.

Rezolvare Vom parametriza curba C ca in exercitiul precedent C' : 7(t) = (t, f(t); deci F'(¢, f(t)) =
0 si derivand aceastd relatie obtinem: F, + Fy - f’ = 0 ceea ce conduce la: f’ = —I%. Mai derivand
odata avem:
F2F,, — 2F,FyFyy + F2F,,

f// —
Ey

si inlocuind in formula (2.27) obtinem:

| FRFyy — 2F;FyFyy + F} Fra
(2 + F})2

k(z,y) = (2.28)
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sau Inca: A
Bo,y) = oo (2.29)
V£
unde:
Fa::c F:cy Fz
A=|Fy F, F,|
F, F, 0

S2.15 Sa se reobtina curbura lui C(O, R).
Rezolvare Din F(z,y) = 22 + y? — R? rezulta: VF = 2(z,y) si deci ||VF|| = 2R:

2 0 2z
A=| 0 2 2y |=-8z*+y? = -8R
2¢ 2y O

S2.16 Se cere curbura:
2
i) elipsel F: F(z,y) =% 4+ % —1=0,

a b2
. . . 2 2
ii) hiperbolei H : F(z,y) = % — % — 1 =
S2.17 Fie curba plana C : ¥ = 7(t), t € [ = (—¢,¢). Definim curba reverse C" : R = #(—t), t € I.
Sa se arate ca intre curburile acestor curbe avem relatia: k" (¢) = —k(—t), pentru orice ¢ € I.

Rezolvare Avem: R/(t) = —7'(—t) i R"(t) = #"(t). Folosim formula (2.13) :

k() = EOE)O — Y OENE) _ —# (=" (=) + ¥ (—ha"(=1)
HR/(t)H3 || _ f/(t)Hg

A G e G e N
- [HOIE -

Rezulta imediat si modificarea bazei Frenet: T7(t) = —T'(—t) si N"(—t) = —N(—t). Obtinem astfel
$i 0 imagine geometrica pentru semnul curburii: daca C se roteste in sens trigonometric avem k > 0
iar dacd C se roteste In sens orar avem k < 0 !

S2.18 Se cere curbura pentru curba cardioida C : 7(t) = (2 cost—cos 2t,2sint—sin 2t), t € (0, 27).
Informatii generale: http://en.wikipedia.org/wiki/Cardioid

Rezolvare Avem: 7(t) = 2(sin 2t — sin ¢, cost — cos 2t), 7' (t) = 2(2 cos 2t — cost, 2sin 2t —sin t) si

in final obtinem: k(t) = % ceea ce Insemna ca lim; 02, = +00.
b]

32
/ | )
s e o N

\ - )

\ :"/_//

—

Imaginea cardioidei.
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Teorema fundamentala a curbelor

Fixam curba C in R" si fie o parametrizare oarecare a sa C' : 7 = 7(¢
geometria lui C fie ¢ : J — I un difeomeorfism gi ca in Cursul 1 notam ¢ =
parametrizare C' : R = R(u),u € J cu R = 7 o p. Reamintim relatia (1.5):

R (u) = ¢(u) - 7'(t) (3.1)

i tot ca In primul Curs, presupunem, pentru simplificare, ca difeomorfismul ¢ este strict crescator.
Trecand la norme in relatia precedenta avem:

IR ()| = ¢ ()7 (B)]]- (3.2)

),t € I. Pentru a studia
©(u). Consideram noua

Prin calcul obtinem imediat:

Propozitia 3.1 Dacd (X1, ..., X,,) este o bazd Frenet pentru parametrizarea ¥ atunci (X1, ..., X,)
cu X; = X; 0@ este o bazda Frenet pentru parametrizarea R.

Prin urmare putem considera curburile K; pentru parametrizarea R. Un rezultat central al teoriei
curbelor este:

Teorema 3.2 Curburile sunt invarianti geometrici ai lui C adicd K; = K; pentru 1 <i<n — 1.

Demonstratie Avem:

() — at' () <Xj(w),Xipi(w) > <@ WX]t), Xip1(t) >
KW =Tmwl = ewirol  ~ ewirol -~ 2®

ceea ce da concluzia. O

Definitia 3.3 Distanta euclidiand pe R™ este: d(M;(71), Ma(T2)) = ||F2 — 71]|; perechea E™ =
(R™,d) o numim spatiul euclidian n-dimensional iar geometria sa o numim geometria euclidiand n-
dimensionala. Functia f : E" — E" o numim izometrie daca este surjectiva si invariaza distantele:
d(f(My), f(M2)) = d(M;, Ma) pentru orice puncte M; € E". Fie Izom(n) multimea izometriilor
euclidiene.

Un rezultat fundamental al geometriei euclidiene este faptul ca data f € Izom(n) existd un unic
vector fo € R si o unica matrice Ry € O(n) asa incat pentru orice x € R™ avem:

f(x)=Rs-xz+ fo (3.3)

unde primul termen din membrul drept este inmultirea dintre matricea patraticd Ry de ordin n si
vectorul coloana x! Deci Izom(n) = O(n) & R™ unde O(n) este grupul matricilor ortogonale:

RI-R=R-R'=1, (3.4)
unde I,, este matricea unitate de ordin n. Linia ¢ € {1,...,n} din relatia (3.3) este:
(@) = Ria + f§ (3.5)

17
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daca Ry = (R;")Lj:lfn si fo= (fé)z’:l,n‘

Propozitia 3.4 Fie curba parametricd ¥ = 7(t),t € I si f € Izom(n). Atunci R= fofw(t),t €l
este o curba parametrica cu proprietatile:
i) R' = Ry -7 si deci R*®) = R - #*) pentru orice k > 1,
i) RV = [P,

iii) daca 7 este in pozitie generald atunci R este in pozitie generald.

Demonstratie i) Avem linia i:

_dr

~ dad

dzxd

(R(t)) e

(F(1)) - —-(t) = B - (7' (1)) = (Ry - 7' (1))’
ceea ce voiam. Pentru k > 2 derivam prima relatie din i).

ii) Cum Ry invariaza norma avem concluzia.

iii) Un calcul imediat ce foloseste i) gi ii). O

Propozitia 3.5 Fie 7 = 7#(t),t € I o curba in pozitie generala, (X1, ..., X,) baza Frenet asociata
st f € Izom(n). Atunci:
i) (X1,..., Xn) cu X; = Ry - X; este baza Frenet a curbei R=for,
ii) K; = K; pentru totii € {1,....,n — 1}.

Demonstratie i) Un calcul imediat folosind propozitia precedenta. Spre exemplu, pentru F1):

< Xi(t), Xj(t) >=< Rin(t), RfXj(t) >=< Xi(t),Xj(t) >= (SZJ
ii) Avem:
al(t) =< Xj(t), X;(t) >=< Ry X{(t), Ry X;(t) >=< X{(1), X;(t) >= a](1)

si deci:
i at)
KO =m0 = ol

= K;(t)

ceea ce da concluzia. O
Reciproca acestui rezultat este data de:

Propozitia 3.6 Fie 7, R : I — E" doud curbe in pozitie generald satisficand pentru orice t € I

tdentitatile: ~
17 @)1 = [|R' (@)l
Ki(t) = K;(t),1 <i<n-—1.

Atunci existd §i este unicd o izometrie f € Izom(n) asa incdt: R = f o 7.

Demonstratie Vom arata doar partea de existenta, partea de unicitate rezultand din unicitatea
solutiei problemei Cauchy pentru un sistem diferential ordinar.

Fixam to € I si fie bazele Frenet ale celor doua curbe: (X1, ..., X;,) respectiv (X1, ..., X,,). Exista
o unica matrice R € O(n) aga incat pentru toti i € {1,...,n} s& avem:

R- X;(to) = Xi(to).

Existd apoi o unica f € Izom(n) asa incat: Ry = Rsi f(7(to)) = R(to). f este izometria ceruta. O
Sa observam ca izometria data de Propozitia precedenta este proprie (det Ry = +1) deoarece

bazele (X1(to), ..., Xn(to)), (X1(to), ..., Xn(to)) sunt ambele pozitiv orientate! Rezultatul central al
teoriei curbelor este dat de:

Teorema 3.7 (Teorema fundamentala a curbelor) Fie intervalul I C R gi functiile netede
Fi: 1 =R cuFj >0 pentru 1l < j <n—2. Atunci exista o curba parametrica C : 7 = 7(s),s € I,
unica pand la o izometrie proprie relativ la proprietatile:
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1) [|[7(s)|| = 1 i.e. s este parametrul canonic al lui C,
2) K; =F; pentrul <i<n-—1.

Teorema fundamentala spune ca, fiind fixat parametrul canonic, avem ca functiile curburi sunt
toti invariantii euclidieni ai unei curbe date. Spre exemplu, am calculat in S2.2 ca dreapta in plan
are curbura zero; in acord atunci si cu S2.3 concluzionam:

Propozitia 3.8 Curbele in plan si spatiu cu k = 0 sunt doar dreptele. Altfel spus, o curba in plan
cu toate punctele inflexionare este obligatoriu o dreapta.

Analog, in S2.1 am aratat ca curbura cercului este constanta. Deci:

Propozitia 3.9 Curbele in plan de curbura constanta strict pozitiva k sunt cercurile de raza
R= % Altfel spus, o curba in plan cu toate punctele varfuri este obligatoriu un cerc.

Pagini Web utile:
1) http://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental theorem_of_curves
2) http://mathworld.wolfram.com /Fundamental TheoremofSpaceCurves.html
3) http://planetmath.org/Fundamental TheoremOfSpaceCurves.html

SEMINARUL 3

S3.1 (Elicea circulara) Se cer versorii Frenet, curbura si torsiunea pentru C' : 7(t) = (acost, asint, bt),
teR cua>0,b> 0 constante date.

Rezolvare Avem:
( (t) (—asint,acost,b)

7 (t) = (—acost, —asint,0)

™' (t) = (asint, —acost,0)
17 = Va* +b?

7(t) x (t) = a(bsint, —bcost,a)
[77(8) x ™ (#)]| = ava® + b
(7(2), _"( ), 7" (t)) = a?b

ccea ce conduce la:

k(t) = —% (1) = =25

{ T(t) = \/ﬁ(—asint,acost, b), B(t) = W(bsmt —bcost,a), N(t) = (—cost,—sint,0)

Remarcam ca k si 7 sunt ambele constante (si strict pozitive).

S3.2 Analog pentru curba C : 7(t) = (1,1, %),t € R. Ce conica este C si in ce plan este situata?

Rezolvare Avem:

ccea ce conduce la:

1 1 1
T(t) = W(o, 1,t),B(t) = (1,0,0), N(t) = 7 (0,—t,1), k(t)= m, T(t) = 0.

C este o parabola in planul x = 1.

S3.3 Analog pentru curba C : 7(t) = (¢, ,v/2Int),t € RY.
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Rezolvare Avem: /(1) = §(1, =, ), 7(t) = 30,5, = 32), 7"(6) = 30, =%, %), |7 (1)l =
Bl F(t) x 7(t) = 24 (—V2, V22,20, |F(t) x ()] = YLD (7 57y = —¥2 Obginem:
k(t) = —7(t) = (fz‘g) Reperul Frenet:

T(t) = g (£ -1v2t). Blt) =

T (—1,t2,\/§t), N(t) =

1
2t /2t 1—t2).
241 1(\["[’

S3.4 Analog pentru curba C : 7(t) = (2t,Int,t?),t € (0, +00).

Rezolvare Avem: (1) = (2,7,20), ’”()=(0, #:2), f’”(t):( % I7(8)]| = 2542,

0),
F”(t) (2t =212, 1), |7 (t) x 7'(t)|| = & 2 (2t +1), (7,7, 7") = . Obtinem: k(t ) T(t) =

m Reperul Frenet:

2t,1,2t), B(t) = 2t21+1 (2t,—2t%,1), N(t) = (1—2t%,—2t,2t).

1
Tt) = ——
() 2t2+1( 262 +1

S3.5 Analog pentru curba C : 7(t) = (¢, 12, zt?’),t eR.

r(t
2t,2t%), #(t) = (0,2,4t), 7"(t) = (0,0,4), |7 (t)| = 2% + 1,
x 7 (t)| = 22t + 1), (#,7",7") = 8. Obtinem: k(t) = 7(t) =

Rezolvare Avem: 7(t) = (1,
(t) x 7(t) = 2(2t%, =2t,1), [|7'(t) x

W. Reperul Frenet:

1
22+ 1

1
2t2 4+ 1

T(t) = 55y (1,2¢,2¢%), B(t)=

g (2¢%,—2t,1), N(t) =

(—2t,1—2t%,2t).

S3.6 Analog pentru curba C : 7(t) = (t — sint,1 — cost,4cos £),t € (0,2m).
Rezolvare Avem:

t) = (1 — cost,sint, —2sin £)

'(t) = (sint,cost, — cos 5

"(t) = (cost,—sint, L sin %)
'(t)[| = 2v2sin §
t)

x 7 (t) = —2sin

F
7
7
|

|
7 ( 25(8 %,cos%,l)
7 2

(t) x 7(t)]| = 2v/2sin

| 5
L (7(2), (1), 7"(t)) = sin® §

ccea ce conduce la:

{ T(t) = %( ni, coss, —1),B(t) = —%(sin%,cos%,l),]\f(t) = (cos 5, —sin %, 0)
k() =7(t) = 5o

8sin 5

S3.7 Analog pentru curba C : 7(t) = (a(sint + cost),a(sint — cost),be™*),t € R. Tema!
S3.8 Analog pentru curba C : 7(t) = (ae’ cost,ae’ sint, be'),t € R. Tem3 !



Cursul 4

Ecuatiile Frenet

Fixam in R™, n > 2, curba parametrizata C : 7 = 7(t),t € I C R, in pozitie generala. Avem atunci
reperul Frenet RF(7(t)) = {7(t); X1(t) = T(¢), ..., Xnn ()} In punctul generic P(7(t)) € C. In Cursul 2
am dedus ecuatiile de miscare ale acestui reper; conform ecuatiei (2.5) avem:

X1(t) X1(t)
: 0 ki(t) 0 0 0 ... 0 0 :
—k1(t) 0 ka(t) O 0 0 0
d : e 0 —ko(t) 0  ks(t) O 0 0
7 : = 7@l T -
' 0 0 kn—1(t)
: 0 .. TL()) 0 :
Xn(t) Xn(t)
(4.1)

Definitia 4.1 Relatiile (4.1) se numesc ecuatiile Frenet ale lui C.

In cele ce urmeaza, pentru simplificarea scrierii, vom presupuse ca C' este parametrizata canonic
si vom rescrie aceste ecuatii in dimensiuni mici:

Hn=2
d [ T(s)\ _ 0 k(s) T(s)
w (50 )= (e D) (~0)) 2
MHn=3
d T(s) 0 Ek(s) 0 T(s)
I N(s) | = —k(s) 0 7(s) N(s) |. (4.3)
*\ B(s) 0 —7(s) 0 B(s)

O aplicatie importanta a ecuatiilor Frenet este determinarea de clase speciale de curbe, subiect ce
va fi tratat In continuare.

Propozitia 4.2 Pentru curba C urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
i) wltima curburd este nuld,
i) C este inclusa intr-un hiperplan.

Demonstratie Vom arata doar implicatia i) = ii) lasand ca tema implicatia cealalta. Din ultima

ecuatie Frenet: dX%ﬁ = —kn—1(8)Xn—1(8), rezulta in baza ipotezei ca X,, este un versor constant gi-1

notam (A, ..., A,). Integrand relatia < X;(s), X,, >= 0 avem:
Azt (s) 4 ...+ Apa™(s) = A

care este ecuatia unui hiperplan. O

Reformulam pentru n = 3:

21
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Propozitia 4.3 Curba C C R? este situatd intr-un plan dacd si numai dacd torsiunea este nuld
pe I.

Tot pentru cazul n = 3 fie versorul fixat W = (w!,w? w3) € S?%; notam sfera unitate n-

dimensionald S™ = {u € R"*L; ||la| = 1}.
Definitia 4.4 i) Numim unghiul de structura dintre C' si W functia 6 : I — [0, 7| dat de:
cosf(s) =<T(s), W >. (4.4)

ii) Curba C' o numim 6-elice relativ la W daca 6 este un unghi constant.
iii) Fie C o 6-elice cu 0 ¢ {0, 7}. Numarul real:

cos

Lancret(C) = ctgf = (4.5)

sin 0
1l numim invariantul Lancret al lui C.

Urmatorul rezultat constituie o caracterizare a elicelor precum si o exprimare a invariantului
Lancret in functie de curbura gi torsiune:

Propozitia 4.5 i) Curba C diferita de dreapta este o elice relativ la W daca $i numai daca
N(s)LW pentru orice s € 1.
ii) (Lancret) Pentru o 6-elice raportul 28 este o constantda, mai precis:

——= = tLancret(C). (4.6)

iii) Dacd pentru C diferita de dreapta raportul T este constant atunci C' este o §-elice cu 6 = arcctg(F).

Demonstratie i) Derivam relatia (4.4) in raport cu s:
—0'sinf =< k(s)N(s), W >+ < T(s),0 >=k(s) < N(s), W >.

Cum C nu este dreapta avem k(s) > 0 gi deci membrul sting se anuleaza dacd si numai dacad
< N(s), W >= 0 pentru orice s. Sa obsevam ca anularea membrului drept este echivalent cu anularea
lui #. In adevir, daci ar exista so astfel incat 6'(sp) ar fi nenul atunci din continuitate exists o
vecinatate U a lui sg cu 6’ # 0 pe U. Dar atunci sinf = 0 pe U si deci 6 ar fi constanta pe U ceea ce
este o contradictie cu 6’|y # 0.

ii) Conform punctului precedent avem descompunerea urméatoare a lui W in reperul Frenet:

W = cos0T'(s) + (£sin0)B(s). (4.7)
Prin derivare rezulta:
0 = cosOk(s)N(s) + (£sin0)(—7(s))N(s) = (cos Ok(s) F sin07(s))N(s)

ceea ce duce la:
cos 0k(s) = £sinb7(s).

Rezulta imediat concluzia.
iii) Fie deci 6 = arcctg(7) si versorul W = cos 0 + sin/B. Avem: kcos® — 7sin6 = 0 si deci:

kcosON(s) — TsinfN(s) =0

adica:
cos 0T (s) + sin 0B’ (s) = 0.
Prin integrare, avem < T'(s), W >= cos f#=constant, ceea ce volam. 0O

Afirmatia Lancret din rezultatul precedent conduce la o noud notiune:
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Definitia 4.6 Numim elice generalizata o curba cu toate curburile constante.
Exemple de elice generalizata:

i) in plan avem cercul conform exercitiului S2.1,
ii) in spatiu este elicea circulara din exercitiul S3.1.

Pagini Web utile:
1) http://en.wikipedia.org/wiki/Frenet % E2%80%93Serret_formulas
2) http://en.wikipedia.org/wiki/Helix
3) http://en.wikipedia.org/wiki/Differential geometry_of_curves.

SEMINARUL 4

S4.1 Sa se arate ca urmatoarele curbe sunt situate intr-un plan 7 si se cere m:
i) 7(t) = (sint,2cos(§ —t),1 +cost), t € R
i) 7(¢t) = (2 — 1,2, — Int), t € (0, +o0),
iii) 7(t) = (t2(2t + 1), ¢t(t — 2),t(t* + 1) — 1), t € R. Remarcam ci aceastd curba este algebricd adica
este definita prin polinoame !

Rezolvare Aratam ca B(t) este vector constant obtinand astfel si ecuatia lui 7; de altfel, daca
nu se cerea acest plan era suficient sa aratam anularea torsiunii.
i) 7'(t) = (cost,2sin(§ —t), —sint), 7'(t) = —(sint,2cos(§ —t),cost). Deci:

7 x = (—V2,1,-V2)

ceea ce da: ﬁ:ﬂx—y—i—\/ﬁz—ﬂzo.
i) 7(t) = (2t,2t,— 1), () = (2,2, %). Deci:

7 (t) x 7' (t) = %(1, —1,0)

de unde concluzia cu: m:x —y+ 1 =0.
iii) 7/(t) = (6t% 4+ 2t,2t — 2,3t2 + 1), #'(t) = (12t + 2,2, 6t). Deci:

() x 7 (1) = 2(3t% — 6t — 1)(1, -1, ~2)

de unde concluzia cu: m:x —y — 2z —2=0.

Definitia 4.7 Planul prin punctul curent P(7(t)) € C ce este perpendicular pe B(t) se numeste
planul osculator in P si-1 notam mysc(t).

S4.2 Pentru C : 7(t) = e'(sint, cost, 1) si se arate ci tangent, normala si binormala fac fiecare un
unghi constant cu axa verticala Oz.

Rezolvare Fie 6, «, f unghiul format de tangenta, normala si respectiv binormala cu versorul
director k al dreptei Oz. Avem:

7 (t) = et(sint + cost,cost — sint, 1), 7" (t) = e!(2cost,2sint, 1), |7 ()| = v/3e!
) x 7'(t) = e*(cost + sint, cost — sint, —2), |7 (t) x 7 (t)|| = V6e*
x ) x 7" = e3(3(cost — sint), —3(cost +sint), 0), |(F x ) x 7| = 3v/2€3.

—~

Rezulta: ~

Prin urmare, C este o arccos(—=)-elice relativ la directia verticald k.

w
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S4.3 Se cer unghiurile dintre axele de coordonate si tangenta la curba
C:7(t) = (t —sint, 1 — cost,4sin§), t € R.

Rezolvare Fie a(t), B(t), v(t) unghiul facut de tangenta 7 (¢) cu versorii i, j, k. Avem: #'(t) = (1—
cost,sint,2cos L) i [|7(¢)|| = 2 de unde rezulta: cosa(t) = sin? L, cos B(t) = 3 sint, cosy(t) = cos 5.

S4.4 Si se arate ci dreptele tangente la curba C': 7(t) = (acost, —asint, be'), t € R intersecteaza
planul orizontal zOy dupa un cerc.

Rezolvare Cum 7'(t) = (—asint, —acost,be!) rezultd ci ecuatia dreptei tangente este:

x—acost_y—i—asint_z—bet
—asint  —acost bet -

Cu z = 0 obtinem intersectia ceruta de ecuatii:
x(t) = a(cost + sint)
y(t) = a(cost —sint)
care ecuatia cercului 22 4 y? = 2a2.

S4.5 Sa se arate ca locul geometric al punctelor de intersectie dintre planul zOy si dreptele
tangente la curba algebrica C : 7(t) = (¢,t,t3) este o conica.

Rezolvare Dreapta tangenta la C intr-un punct generic are ecuatia:

x—t_y—tQ_z—t?’

1 2t 3t?

si prin intersectie cu planul xOy obtinem: z(t) = %, y(t) = % Eliminadnd parametrul ¢ din aceste
ecuatii obtinem parabola P :y = %xQ.

S4.6 Se cer punctele curbei C : 7(t) = (%,—%,
m:3r—2y—2z—1=0.

t?) in care tangenta este paraleld cu planul

Rezolvare Normala la planul m este N = (3, -2, —2) si deci trebuie ca tangenta la curbi, i.e.
7 (t) = (2t3, —t2, 2t) s4 fie perpendiculara pe acest vector. Din < N, 7 (t) >= 0 = 2t(3t> +t —2) avem

solutiile: 1 = 0, 3 = —1, {3 = % S& observam c& punctul 7(¢1) este singular deoarece 7 (t1) = 0;
deci retinem doar Py(3, £,1) si P3(&, — &, 2).

S4.7 Se cere planul osculator in punctul M(1,1,1) la curba data implicit

C:y?=x,2°=2

Rezolvare Cu y = ¢ se obtine parametrizarea C' : 7#(t) = (t2,¢,*). In final se obtine mee(M) :
6xr —8y—2+3=0.



Cursul 5

Notiunea de suprafata. Geometria unei
suprafete

Fie U o multime deschisd in planul R? ale cirei elemente le notam u = (u!,u?) = (uz=1,2~ Fixam
aplicatia neteda ¢ : U — R3 de forma:

p(a) = (¢! (@), ¥*(1), (1)) = (¥™(@))a=1,2,3. (5.1)
Prin urmare, in continuare vom folosi indicii i, j, k, ... € {1, 2} respectiv a, 3,7, ... € {1,2,3}.

Definitia 5.1 Numim matricea Jacobiana a lui ¢ In € U matricea:
8 a
Jo(a) = ((ﬁ) € Ms5(R). (5.2)
U /) a=1,2,3;i=1,2

Spunem ca ¢ este imersie in u daca Jo(u) are rangul maxim posibil i.e. 2. Daca ¢ este imersie in
orice punct spunem ca @ este imersie pe U.

Coloanele matricii Jacobiene:

o9t 9!

Jom = | % o (5.3
o9%  9p?
oul  Oud

sunt exact vectorii derivati ¢; (@) respectiv @o(u) si atunci conditia de imersie in u fixat revine la
faptul geometricd ca avem vectorul nenul ¢1(i) X @2(@) # 0 adicd acesti vectori sunt necoliniari !

Obiectul teoriei suprafetelor este dat de:

Definitia 5.2 Fie multimea conexa S C R3.
1) S o numim suprafatd regulata (sau scufundata) daca pentru orice P € S exista tripletul (U, ¢, W)
cu U C R? deschis, ¢ : U — R3 imersie pe U si W deschis in R? astfel incat: i) i) o(U) = SN W, ii)
P e o(U),
iii) ¢ este homeomorfism de la U la p(U) considerat cu topologia indusi din R? i.e.
@ : U — ¢(U) este bijectie cu ¢ si ¢! continue.
Perechea (U, ¢) o numim parametrizare locald a lui S in jurul lui P §i o notam:

r=yp(u),uelU (5.4)

iar perechea h = (p(U) C S,¢~1) o numim hartd locald pe S in jurul lui P.

2) Datorits existentei functiei ¢! : p(U) € § — U putem introduce functiile (u'(.),u?(.)) = ¢~}
numite functii coordonate pe S in jurul lui P € S. Pentru j € {1,2} curba C; : t — p(up + te;) € S
se numeste curba j-coordonata pe S prin P = p(up).

3) Numim atlas pe suprafata regulatd S o familie & = {(U,,.p);a € A} de parametrizari locale
pentru care S = Ugze4a(Uy,). Daca atlasul are o unica parametrizare spunem ca avem o parametrizare

IR
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globala.
4) Numim geometria lui S studiul proprietatilor lui S relativ la un atlas fixat !

Observatii 5.3 i) Definitia spune ca o suprafata regulata ”arata” local ca un deschis din plan si
aceasta identificare localda nu este doar la nivel de multimi amorfe ci si topologic !
Mai mult, putem face un calcul local pe S ce imita pe cel din R? datorita Iui .
ii) Renotand eventual pentru simplitate & = (u,v) va rezulta cd P este imaginea prin ¢ a lui @y =
(up,vp). Atunci curbele de coordonate pe S prin P sunt date de:
iil) C : v = vp=constant i o putem renota C,,,
ii2) Cy : u = up=constant gi o putem renota C,.

Avem imediat urméatoarele metode de obtinere de noi parametrizari locale din una data:

Propozitia 5.4 Fie parametrizarea locala (U, p) pe S in jurul lui P.
1) Daca V C R? este un deschis in plan si p : V — U este difeomorfism atunci (V,p) cu ¢ = pop
este parametrizare locald pe S in jurul lui P.
2) Daca V. C U este un deschis cu ug € V' atunci (V,p|yv) este parametrizare locala pe S in jurul lui
P. (Deci putem obtine parametrizari locale cu domeniul arbitrar de "mic”.)

Prezentam in continuare cateva exemple fundamentale de suprafete regulate pentru care, in gen-
eral, vom verifica conditia de imersie, celelalte aspecte din definitii fiind lasate ca Tema.

Exemple 5.5 -
1) (Plane) Fie punctul Py(7) € R si vectorii necoliniari @, b. Atunci existd un unic plan 7 ce contine
pe Py si este generat de vectorii a and b:

7 7 (u,v) := o + ua + vb, (u,v) € R2. (5.5)

(=l

7 admite parametrizarea globald (R?, ) unde p(ut,u?) = 7o + ula + u?b. Deoarece 1 = @, w2 =
sunt vectori necoliniari rezulta ca planele sunt suprafete regulate.
2) (Multimi deschise in plan) Fie U un deschis in R?. U admite parametrizarea globala (U, ) unde
o(ut,u?) = (u',u?,0). Avem ci @1 = i, @3 = j sunt vectori necoliniari si deci U este suprafat
regulata.
In fapt, rezulta din Propozitia 5.4ii) ca orice submultime deschisa a unei suprafete regulate este
suprafata regulata.
3) (Grafice de functii) Fie f : U — R neteda. Graficul lui f este Gr(f) = {(z, f(z);2 € U} C R3.
Gr(f) admite parametrizarea globala (U, ¢) unde o(ul, u?) = (ul, u?, f(ul,u?)) si avem 1 = (1,0, f1)
respectiv g = (0,1, f2). Avem o1 X 09 = (=f1,—f2,1) # 0 deci Gr(f) este o suprafati regulata
numita suprafata Monge. Ecuatia:

S:z=f(z,y) (5.6)

se numeste ecuatia explicitd a suprafetei S.

Multimile compacte din R? fiind inchise nu pot fi homeomorfe cu un deschis si deci pentru exemple
de suprafete compacte nu vom avea niciodata atlase cu o singura parametrizare.
Exemplul 5.7 (Sfera unitate) Multimea versorilor din spatiul fizic constituie sfera:

S? = {P(F) e R; ||F|| = 1}. (5.7)

Fie bila deschisa din plan U = {@ € R?; ||u|| < 1} si atlasul o = {(U,1¢), ..., (U,6¢)} unde:

1o(@) = (ul, 2, T=alP),
(1) = (ul, w2, /T = [a?),
30(@) = (u!, /T A, u2),
5.8
wo(1) = (ul /T[] u?), (5.8)
590(11) = ( 1- Ha||27u15u2 )
| op(@) = (/T [l ut, u?)
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Un calcul imediat arati ci (U, ,p;a = 1,...,6) sunt parametrizari locale pe S? ce acopera sfera; deci
S? este suprafats regulati.

SEMINARUL 5

S5.1 Pe suprafata S consideram parametrizarea globala 7 = (u! + u?,u! —u? u'u?). Se cer:
i) coordonatele carteziene ale punctelor Pj(u! = 2,u? = 1), Py(u! = 1,u? = 2),
ii) sa se stabileasca daca punctele P3(4,2,3), Py(1,4,—2) apartin lui S,

iii) ecuatia implicita si sa se reia punctul anterior. Recunoasteti pe S?

Rezolvare i) Pi(3,2,1), P»(3,—1,2). ii) P3 € S deoarece sistemul: v+ v =4,u —v = 2,uv = 3

are solutia u = 3,v = 1. Py ¢ S deoarece sistemul v +v = 1,u — v = 4,uv = —2 este incompatibil.
iii) Din ecuatiile: = u+ v,y = u — v rezulta: u = xzﬁ, v = "5 si deci z = %(azQ —y?). Prin urmare,

avem S : x? — y? — 4z = 0 iar cerinta de la punctul ii) se verifici imediat pentru P respectiv Py. S
este o portiune de cuadrica.

S5.2 Pe suprafata S se di parametrizarea globald 7 = (u? + v, u?

i) curbele u = ug sunt drepte iar curbele v = vy sunt curbe plane,
ii) curba u = v este o curba plana.

— v, uv). S& se arate ca:

Rezolvare i) Avem C,, : 7(v) = (u3 + v,u3 — v,ugv) care este o dreaptd ce trece prin punctul
Mo(u3, u3,0) si are vectorul director a = (1, —1,ug) # 0.
Avem C,, : 7(u) = (u? + vo, u? — vg, uvp) ce di dd—;f = 0 ceea ce confirmi concluzia.
i) Cyey : 7(u) = (u? + u, u? — u,u?) si aplicim acelasi argument ca mai sus.

S5.3 Pe suprafata S se considera parametrizarea globala 7 = (u? + u + v,v% +u — v,u — v). S&
se arate ca curbele de coordonate sunt curbe plane.

Rezolvare Exact ca la problema anterioara.

S5.4 Se cere ecuatia implicita a suprafetei S avand parametrizarea globala
7(u,v) = (vcosu,vsinv, v cos2u).

Rezolvare S : (22 — y?)? = 22(22 + 4?).
S5.5 Aceeasi problema pentru S cu 7(u,v) = (vtgu, vetgu, v).
Rezolvare S : 22 = xy. S este un con.

Definitia 5.8 O suprafata S pentru care una din curbele coordonate este o dreapta (sau segment
de dreapta) se numeste suprafata riglatda. Dreapta respectiva o numim generatoarea lui S.

Presupunand ca C,, este dreapta rezulta ca o suprafata riglata are harta globala:
h:o(u,v) = a(u) +vb(u); bu) #0,Vu (5.9)

iar conditia de imersie este: (@, 4 vb,) x b # 0. Generatoarea data de ug are ecuatia:
G : 7(v) = a(ug) + vb(uo) (5.10)

si este o dreapta prin punctul P(a(ug)) avand vectorul director b(uq) # 0.

Definitia 5.9 Fie suprafata riglata S.
i) Curba din spatiu C': 7 = a(t) se numeste curba directoare a lui S.
ii) Daci toate generatoarele trec prin punctul V € R? spunem c& S este un con generalizat cu varful
V.

iii) Daca generatoarele sunt paralele intre ele spunem ca S este un cilindru generalizat.

Daci b(u) = uby cu by # 0 si u # 0 rezultd ci avem cilindru generalizat. Conditia de imersie
revine atunci la @, x by # 0 adica a,, trebuie sa fie mereu necoliniar cu by.



28 M. Crasmareanu

S5.6 Suprafata S de la exercitiul S5.2 este o suprafata riglatd (ce nu este con generalizat si nici
cilindru generalizat).

Rezolvare S este suprafatd riglata cu: a(u) = (u?,u2,0) si b(u) = (1,—1,u). S nu este cilindru
generalizat deoarece functia b(u) nu are expresia uby. Generatoarele sunt:

Gy : 7(v) = (u? + v, u?

— v, uv).

$i presupunem ca doua generatoare GG, Gz au un punct comun. Din egalarea primelor doua compo-
nente ale ecuatiei lui Gy, si Gy rezultd u? = @?. Prin urmare, generatoarele G cu 4 # +u nu vor
avea puncte comune cu generatoarele G4, deci S nu-i un con generalizat.

S5.7 Se dau doua suprafete cu parametrizarile globale 71 = (UQLQ, UQLJQ, uQiﬂ),

7o = (ucosv,usinv,u?). Si se arate ci avem aceeasi suprafati.

Rezolvare Avem acceasi suprafatd S : z = 22 + 3.



Cursul 6

Planul tangent si normala

Fie punctul P € R" oarecare. Consideram multimea TpR"™ = {(P,7);7 € R"} pe care definim
operatiile + si - astfel:

{ (P, 71) + (P, 72) = (P71 4 T2), (6.1)

AP,7) = (P, M), AER.

Se obtine imediat ca (TpR"™,+,-) este spatiu vectorial real. Dimensiunea lui TpR"™ este n deoarece o
baza este {(P,é1), ..., (P,én)} cu {&;i =1,...,n} baza canonica din R".

Definitia 6.1 TpR" se numeste spatiul tangent la R™ in P.
Fie acum U C R™ un deschis i ¢ : U — R™ neteda. Fie P(ug) € U.
Definitia 6.2 Diferentiala lui p in P este aplicatia dp(up) : TpPR"™ — T, p)R™ data de:
de(P)(P,7) = (¢(P), Jo(P) - T) (6.2)
unde Jp(P) este matricea Jacobiana definitd in Cursul precedent: Jo(P) = (%‘Z‘j (o)) € My n(R),
a=1,..m,1=1,...,n.

Rezulta imediat ca dy(P) este transformare liniara intre cele doua spatii tangente. Din definitie,
identificand TpR" cu R" (via (P,7) <> 7) si Ty,(p)R™ cu R™ avem dp(P) : R" — R™, 7 — Jop(up) - 7
ceea ce spune cd matricea acestei transformari liniare este tocmai Jy(P)(up).

Fie acum multimea oarecare S C R" si P(7p) € S.

Definitia 6.3 Vectorul v € R” il numim tangent la S in P daca exista o curba neteda 7 : [ =
(—e,e) — R™ aga incat 7(I) C S, 7(0) = P = 7y si 7(0) = v. Fie TpS multimea acestor vectori
tangenti la S in P.

Introducem si:

Definitia 6.4 Fie spatiul vectorial real V' gi C C V submultime nevida. Spunem ca C este con
in V' daca pentru orice v € C si orice A € R avem v € C.

Aceasta notiune permite formularea urmatorului rezultat:
Propozitia 6.5 TpS este un con in TpR".

Demonstratie Vectorul nul 0 € TpR" = R" apartine lui TpS deoarece considerim curba con-
stanta 7 : (—e,e) — R™, 7(t) = 7o pentru orice t. Fie acum A € R* i v € TpS nenul; deci exista curba
neteda 7 ca in Definitia 6.3. Considerdm 7 : Iy = (=5, ﬁ) — R™ data de 7\(t) = 7(\t). Rezulta
ca 7y este curba neteda cu 7(Iy) = 7(I) C S si 7A(0) = 7(0) = P. Deoarece 7 (t) = A7 (t) rezulta ca
7.(0) = AU ceea ce aratd c&d A\v € TpS. O

Definitia 6.6 Tp.S este numit conul tangent la S in P.
S& presupunem acum ca n = 3 §i S este suprafatd regulata. Vom utiliza o metoda standard in

teoria suprafetelor: definim ceva la modul general (cum este TpS) dar pentru a obtine informatii

20
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(calitative) utilizam o parametrizare locala a lui S in jurul lui P de forma (U,¢). Ca in Cursul
precedent fie tip = ¢~ !(7p) € U imaginea inversi a lui P pe domeniul U.

Teorema 6.7 Diferentiala do(ig) : Tp,R? — TpR3 = Tr R3 este bijectie de la Ty,R* = R? la
TpS.

Demonstratie Din conditia de imersie avem ca dp(ug) este injectiva. Mai avem de aratat ca
do(tg) : R? — TpS este surjectivi.
1) Aratam incluziunea do(io)(Ty,R?) C TpS. Fie v € R? oarecare. Putem gisi ¢ > 0 asa incat
g + tv € U pentru orice t € I = (—¢,¢). Fie atunci curba 7 : I — R3, #(t) = ¢(to + tv). Aceasti
curba este neteda, avem 7(I) C U C S si 7(0) = p(up) = P. De asemeni:

7 (t) = d( (o + tv)) = aia(a +t0) - v' ) = de(tg + tv)(0)
dt 0 Dui 1o = aplUo
sl pentru ¢ = 0 rezulta: dp(ug)(v) = 7(0) € TpS.
2) Aratam incluziunea TpS C dp(ig)(R?). Fie v € TpS si curba netedd care-1 produce, 7 : [ =
(—e,e) = R3 cuv(l) C S, 7(0) = P =7y i #(0) = v. Eventual micsordnd pe & putem presupune
5 - -
R =

#(I) C U. Fie curba R : I — R? o7 Avem in mod evident ci R este neteda fiind
compunere de aplicatii netede si R( ) = ¢ (7o) = @p. Prin urmare, V := R'(0) € Ty,R% Cu un
calcul asemanator celui de mai sus avem:

dp(io) (V) = S0 Rlico = 7(0) = 0

adica ceea ce voiam. O
Corolarul 6.8 TpS este subspatiu vectorial 2-dimensional al lui TpR3.

Demonstratie do(ug) fiind bijectie va transporta structura de spatiu vectorial 2-dimensional a
lui TEORQ = R? pe TpS devenind astfel un izomorfism liniar. O

Definitia 6.9 TpS se numeste spatiul vectorial tangent la S tn P. Planul prin punctul P avand
pe TpS ca plan vectorial director se numeste planul tangent la S in P si-1 notam 7pS.

Un izomorfism liniar transporta o baza din spatiul vectorial de plecare in baza in spatiul vecto-
rial imagine. Prin urmare, in TpS avem baza canonica relativ la parametrizarea (U, ¢), {8%1’ p =

dp(ag)(er), %ha = dp(up)(eé2)}. Mai precis:

8 8u2 fu2 1 fu2
—|p=| 2 92 | (ag)- = | 22 | () = ¢1(uo) (6.3)
aul‘P dul  Jul 0 dul )
[0l (ol )%}
Jul i ul
respectiv:
8 u2 u2 _ 0 ’lL2 _ _
gale=| 2 o2 Ja-(7)=| 9% | @)= (6.4)
Y 0p°  0g? 0g?
oul  ou3 ou?

n concluzie: ==|p = ©;(1g) iar conditi imersi une ca ia sunt v ri n iniari i
In concluzie a?ﬂ P i(tg) iar conditia de imersie s e ca acestia sunt vectori necoliniari dec
genereaza un subspatiu vectorial 2-dimensional !

Cum spatiul fizic R? are trei dimensiuni (grade de libertate) si am ”ocupat” dou# dintre acestea
cu TpS a mai ramas un grad de libertate descris de:

Definitia 6.10 i) Versorul:

N(p) = £L() X e2(to) (6.5)
1 (o) x 2o
se numeste versorul normaleiin P la S. Ansamblul { P; %|p, %h:, N(P)} se numeste reperul Gauss

al lui §'in P.
ii) Dreapta prin P cu vectorul director N(P) o numim normala la S in P.
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In general, reperul Gauss (spre deosebire de reperul Frenet al curbelor) nu este ortonormat
i nici macar ortogonal; stim doar ci N(P) este versor ortogonal pe %\ p sl 8%2\ p. Problema
ortonormalitatii (ortogonalitatii) acestui reper va fi studiata in Cursul urmator. Importante notiuni
topologico-diferentiale din teoria suprafetelor sunt date de:

Definitia 6.11 i) Multimea T'S = UpesTpS a tuturor spatiilor tangente la S o numim fibratul
tangent al lui S.
ii) O aplicatie X : S — T'S cu proprietatea ca X(P) € TpS pentru orice punct P € S se numeste
camp vectorial tangent la S; fie 27 (S) multimea campurilor vectoriale tangente.
iii) Numim cdmp vectorial normal la S o aplictie N, : S — S? cu proprietatea ci N,(P) = =N (P)
pentru orice punct P € S.
iv) Suprafata S se numeste orientabila daca admite un camp vectorial normal continuu; in caz contrar
S o numim neorientabild.

Exemple 6.12 i) Aplicatiile 8%1\(.), %\(.) sunt elemente din 27(S); mai precis din 2°(U), con-
siderand in ii) si domenii de definitie deschisi U C S.
ii) (fundamental) Banda lui Mdbius este suprafatd neorientabila:

BM :7(u,v) = ((2 - vsin%)sinu, (2 — Using) COS U, U COS %) ,(u,v) € R x (—1,1). (6.6)

Avem, din periodicitatea functiilor trigonometrice: 7(u+ 27, —v) = 7(u, v) si prin diferentiere: 7, (u+
27, —v) = 7y (u,v) respectiv: 7,(u + 2w, —v) = —7,(u,v). Prin urmare, N(u + 27, —v) = —N(u,v)
§i in particular: N(u + 27,0) = —N(u,0). S& presupunem ci exista N,(u,0) = ¢(u)N(u,0); atunci
o(u + 2m) = —p(u), in particular p(27) = —¢(0). Dar am cerut ¢(u) = %1 si deci ¢ nu poate fi
continua; ar trebui sa ia atunci gi valoarea zero ceea ce este imposibil!

Observatii 6.13 i) O suprafata orientabild are exact doua ”orientari”: N! = +N respectiv
N2 = —N. Deci banda lui Mdbius are o singura fat!
ii) Criteriu de orientabilitate: Suprafata conexa (adica alcatuitd dintr-o singura ”bucata”) este ori-
entabild daca si numai daca pentru orice curba inchisa C : (a,b) — S (C(a) = C(b)) si orice camp
vectorial normal N, de-a lungul lui C' avem N,(a) = N,(b) !

Exemple 6.14 1) (plane) 7 : 7(u,v) = 7o + ua + vb, (u,v) € R?. Avem ci wpS este planul prin
axb

ax2- al
llaxbl|

P generat de vectorii necoliniari ¢; = @, @3 = b si deci 7pS = 7! N este versorul constant
normalei la planul 7.

2) (multimi deschise din plan) U : #(u,v) = (u,v,0), (u,v) € U C R2. Avem ¢; = i, 2 = j si deci
7pS este planul 20y iar N = k este din nou versor constant.

Mai general, fie U C S deschis; din Cursul precedenta vem ca si U este suprafata regulata. Fie P € U,
atunci TpU = TpS' !

3) (suprafete Monge) S : 7(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € U; deci P € S generic are coordonatele
(uo, vo, f(uo,vo)). Cum @1 = (1,0, f,) respectiv p2 = (0,1, f,) avem ecuatia planului tangent:

x—uy y—vo 2z— f(uo,v0)
7TPS2 1 0 fu(uO,Uo) =0 (6.7)
0 1 Jo(uo,v0)

sau, dezvoltand determinantul dupa prima linie:

mpS = fuluo, vo)(x — ug) — fuluo, vo)(y — vo) + 2 — f(uo,vo) = 0. (6.8)

Versorul normalei este:

— _ (_fu(UOaUO)’_fU(UO’UO’1))
NP) V1+ f2(uo, vo) + f2(uo, vo)

Introducem o noua clasa remarcabila de suprafete. Mai intai consideram urmatoarea notiune.

Definitia 6.15 Fie V' C R™ un deschis si functia neteda F' : V — R. Punctul P € V il numim
critic pentru F' daca diferentiala dF'(P) : TpR — Tpp)R nu este surjectiva. Daca P este punct critic

(6.9)
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atunci F'(P) se numeste valoare critica. Numarul real a € F(V) ce nu este valoare critica il numim
valoare requlata.

Observatia 6.16 P € V este punct critic penru F' daca si numai daca dF(P) = 0 € R sau
echivalent, gradientul lui F' in P:

(6.10)

VE(P) = (F\(P), ..., Fo(P)) = <‘9F oF P)

este vectorul nul.
Dam fara demonstratie urmatorul procedeu de obtinere de suprafete regulate:

Teorema 6.17 Fie a € R wvaloare requlatd pentru F : V. C R® — R. Atunci orice componentd
conexd S a multimii de nivel F~'(a) este suprafatd regulatd.

Definitia 6.18 S o numim suprafata de nivel a lui F' si relatia:
S:F(z,y,2) =a (6.11)
o numim ecuatia implicitd a lui S.

Fie punctul P(zg,yo,20) € S oarecare si 7 : [ = (—¢,e) — S o curba pe S prin P ca in Definitia
6.3; deci F(z(t),y(t), 2(t)) = 0 pentru orice ¢t € I. Derivam aceasta relatie si facem ¢ = 0; obtinem:

Fy(P) - 2'(0) + Fy(P) -/ (0) + F(P) - 2'(0) = 0

ceea ce spune ca VF(P) este versor perpendicular pe TpS adica:

- VFE(P)
N(P)= ————. (6.11
VEP)] )
Avem si:
wpS : Fyp(P) - (v — xo) + Fy(P) - (y — yo) + F2(P) - (z — 20) = 0. (6.12)
Exemplul 6.19 Sfera de raza R centrata in origine este:
S(O,R) : 2* +y* + 2* = R% (6.13)

Pentru F(z,y,z) = x? + y? + 22 avem campul vectorial gradient VF = 2(x,v,2) si deci F are o
singura valoare critica gi anume 0. Cum R > 0 rezulta ca sferele sunt suprafete regulate.
Fixam polul nord N = (0,0, R). Cum:

VF(N)=2(0,0,R)
rezulta:
7nNS(O,R) : 2R(z — R) = 0.

In concluzie: 7y S(O, R) : z = R ceea ce este in acord cu viziunea geometrica !

SEMINARUL 6

S6.1 Fie S o suprafata riglata si P(ug,v9) € S. Atunci 7pS contine generatoarea prin P.

Rezolvare Conform Seminarului anterior vectorul director al generatoarei prin P este: b(ug) iar
vectorul normalei este: N(P) = (ay(uo) + voby(uo)) X b(ug). Cum N(P)Lb(up) avem concluzia.

S6.2 Se cere planul tangent 7pS si normala la suprafata S : z(2% + y?) = 1 in punctul P(1,1, %)
Rezolvare Observim mai intai ca P € S. Cu notatia din Curs: F(z,y,2) = z(z% + y?), avem
VF = (2xz,2yz, 2% + y?) si deci N(P) = VF(P) = (1,1,2) adici normala:
z—1

- :%:%. Obtinem 7pS:x +y+ 2z —3=0.
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S6.3 Aceeasi cerintd pentru suprafata S cu parametrizarea globala
_ 2,2 .
7(u,v) = ) in punctul P(u =1,v =1).

(u -2 wd+ed wv—1
Rezolvare Avem P(0,1,0) si

u2+v2 9 u2+v2 9 u2+v2

_( Aw? w4 3uv? — 20%) —uPo + 2u 4 0P
u u? + 2’ (U2 + ’U2)2 K (U2 + 02)2

_ —4u?v (v + 3uPv —u?) —uv? + 20 + B
Ty =
Y (w2 +02)" (W2 +02)2 7 (WP +0?)?

de unde rezulta: 7,(P) = (1,4,1), 7,(P) = (—1,1,1). Prin urmare:

z—0 y—1 2-0
mpS : 1 % % =0
-1 1 1
2 2
adica: mpS :y — 2 —1=0. Rezulta cd axa Ox este paralela cu 7pS! Normala este: § = y—ll =2
S6.4 Se considera curba C' de intersectie a suprafetelor Sy : 2 + y? + 22 = 3 (sferd centrata in

origine), Sy : 222 + y? — 322 = 0 (con cu varful in origine). Se cere dreapta tangenta in P(1,1,1) la

C.

Rezolvare Observam mai inti ca P € C' = 51 N Ss; deci tangenta cautata este
dpC = wpS1 N7pSsy. Fie Fi(z,y,2) = 2? +y? + 22 — 3 §i Fy(x,y, 2) = 222 + y? — 322, Avem:

VI = 2(%3/» Z)> VF, = 2(2%% _32)

gi deci (pana la un factor de proportionalitate) avem: VFi(P) = (1,1,1), VE(P) = (2,1,-3).
Rezulta: npS1:x4+y+2—-3=0, m1pSs : 2x + y — 32 = 0 de unde avem concluzia:

Jx+y+2-3=0
de.{ 20 4+y—32=0

Altfel: vectorul director al dreptei tangente este VF;(P) x VFy(P) = (—4,5,—1) si deci

=1 _ y—=1 _ z—1
dpC: 2=t = vl = =1

S6.5 Sa se arate ca suprafata S avand parametrizarea globala
7(u, U) = (ucosv + sinwv,usinv — cosv,u — v), (u,v) € R x [0,27) este regulata si se cere mpS cu
Pu=%,v=0).

Rezolvare Avem: 7, = (cosv,sinv,1) §i 7, = (—usinv + cosv,ucosv + sinv, —1) respectiv
Ty X Ty = (—ucosv — 2sinv, —usinv 4+ 2cosv,u). Cum ||7, X 7||> = 2u? + 4 > 0 avem regularitatea
lui S. Obtinem: 7pS : 7z — 6y — 72 — 6 = 0 deoarece avem P(%,—1, %).

S6.6 Se da functia neteda ¢ : I C R — R si suprafata Monge S : z = z¢(%) cu x # 0. Sa se arate
ca toate planele tangente mpS trec prin origine.

Rezolvare Daca P are coordonatele carteziene (xo, Yo, 20) atunci pentru o suprafata Monge avem
formula (6.8). Obtinem 7pS : [p(£) — 22¢'(2)]z + ¢'(£)y — 2 = 0. Avem ca (0,0,0) satisface
aceasta ecuatie.

S6.7 Pentru S cu parametrizarea globala 7(u,v) = (ue’,ue™",4uv) se cere mpS si normala in
P(u=2v=0).

Rezolvare Din:
r—2 y—2 =z
pS : 1 1 0]=0
2 -2 8
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rezultd: 7pS : 2z — 2y — z = 0. Normala este: 252 —2

2 2
S6.8 Pentru S cu parametrizarea globald 7(u,v) = (u 4+ v,u — v,uv) se cere wpS gi normala in
Plu=2v=1).

Rezolvare Din:
x—3 y—1 z-2

mpS : 1 1 1 =0
1 -1 2
rezulta: wpS :3x —y — 2z — 4 = 0. Normala este: %3 = y_—_ll = Z:QQ.

S6.9 Pentru S cu parametrizarea globala 7(u,v) = (u, u? — 2uv, u® — 3u?v) se cere wpS si normala
in P(1,3,4).

Rezolvare Avem cid P € S avand coordonatele: v =1, v = —1. Din:

zx—1 y—3 z-—-4
TpS: 1 4 9 =0

rezulta: mpS: 6z + 3y — 22 — 7= 0. Normala este: *z= = 43= = =,

S6.10 Pentru S cu parametrizarea globald #(u,v) = (2u — v,u? + v u® — v3) se cere 7pS si
normala in P(3,5,7).

Rezolvare Avem ca P € S avand coordonatele: v = 2, v = 1. Din:

r—3 y—>5 z2-—-7T7

pS : 1 2 6 =0
-1 2 -3
rezulta: 7wpS : 18z + 3y — 4z — 41 = 0. Normala este: wl—? = % = Z__47.

S6.11 Se cere wpS si normala la suprafet;ele urmatoare in punctul indicat:
i)S:z=2a3 +y3 P(1,2,9), i) S:a2?2—-2y%2—-322-4=0, P(3,1,-1),
2
iii)S E +b2 +*—1—0 P(:Iio,yo,ZO)

Rezolvare i) Avem F(z,y,2) = 23+ 9% — z cu campul gradlent VF( ,2) = (322,3y?, —1), deci
—2 z—9

VF(P)=(3,18,-1). Rezulté: mpS : 3x + 12y == =2
ii) Avem F(z,y, z) = 2% —2y?—322 cu cAmpul gradient VF (z,y, z) = (21’, 4 —62). Deci sVF(P) =
(3,—2,3) de unde rezulta: 7rpS 3r — 2y + 32 —4 =0 gi normala 3> = ;2 =z

Reamintim procedeul dedublarii in punctul P(xg, yo, 20) apar‘glnand unei cuadrice:

Z—l—Z()).

2 2 2 1 =
5 =TT, Y — Yoy, 2 —>Z02’7$—>2<1’+x0)>y—> Y+vo),z—

2( 5(

Suprafata data este o cuadrica si deci planul tangent intr-un punct generic este: mpS : zox — 2yoy —
320z —4=0.

iii) Cu dedublarea avem 7pS : 28 + Y0¥ 4- 202 — 1 = 0.



Cursul 7

Forma I-a fundamentala

Reamintim ca in Cursul precedent am introdus, in fiecare punct al unei suprafete regulate scufundate,
reperul Gauss si problema care se pune in acest moment este caracterizarea ortonormalitatii (ortog-
onalitatii) acestui reper. In vederea solutionarii acestei chestiuni reamintim pe scurt cateva notiuni
de baza ale algebrei liniare.

Definitia 7.1 Fie V un spatiu vectorial real si aplicatia g : V x V' — R. Atunci g se numeste:
i) forma biliniara daca: g(Ax + py,z) = Ag(z,2) + pg(y, z) si gz, \y + pz) = Ag(x,y) + pg(x, z)
pentru orice z,y,z € V i orice scalari A\, u € R,
ii) simetrica daca: g(z,y) = g(y, ) pentru orice vectori z,y € V,
iii) pozitiv definita daca: g(z,x) > 0 pentru orice x € V si g(x,x) = 0 implicd z=vectorul nul din V,
iv) produs scalar daca este forma biliniara simetrica si pozitiv definita.

Exemplul 7.2 (fundamental) Fie V' = R" §i <, >, produsul scalar euclidian:
n . .
<z =(z 2"y =y y") >e= ) aly (7.1)
i=1

Putem scrie matriceal:
<zy>e=2al-I,-y (7.2)

unde I, € M, (R) este matricea unitate de ordin n iar vectorii x, y sunt ganditi ca vectori coloana!
Presupunem in cele ce urmeaza ca V are dimensiunea n > 2 gi notam acest fapt prin V,,. Fixam
o baza: B = {ey,...,en}.

Definitia 7.3 Baza B se numeste:
i) ortogonala daca g(e;, g;) = daca i # j; altfel spus, vectorii din B sunt ortogonali doi cate doi,
ii) ortonormata daca g(e;, ej) = d;;; deci B este o baza ortogonala formata din versori.

Aceasta definitie ne conduce la introducerea matricii gg = (gij); j=1, € Mn(R) data de: g;; =
g(ei, ej). Avem atunci caracterizarea:

-B este ortogonala daca si numai daca elementele lui gg din afara diagonalei principale sunt nule,
-B este ortonormata daca si numai daca gp = I,,.

S& consideram acum o altd bazi: B = (éy,...,é,) i fie descompunerile: & = sgej pentru i =
1,...,n. Obtinem astfel o matrice § = (33) € M,(R) si notdm: B = S(B). Se aratd imediat ci
S este inversabila i.e. S € GL(n,R)=n-grupul liniar general={A € M,(R);det A # 0}, si avem:
B = S"1B).

Vrem relatia dintre gp si g5. Avem:
Jij = 9(8i, ;) = g(siea, sher) = 55 gaps) (7.3)

sau global:
g5="5"gp-S (7.4)

QB
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si relatia (7.3) spune cd ansamblul de numere reale (g;;) este un tensor de tip (0,2) pe V;,.
Prin urmare, daca B este ortonormata atunci B va fi baza ortonormata daca si nuami daca:

Suntem astfel condusi la introducerea n-grupului ortogonal:
O(n) ={Ae M,(R); A" A= A- A" =1I,} (7.6)

care este subgrup in GL(n,R). In concluzie:
-schimbarea bazelor generale se face cu matrici din GL(n,R),
-schimbarea bazelor ortonormate se face cu matrici din O(n).

Revenim acum la suprafata parametrica regulata S si fixam punctul generic P(7g) € S; deci avem
o parametrizare locals (U, ) a lui S in jurul lui P; fie a9 = ¢~ *(P) = ¢ (7). In Cursul precedent
am introdus spatiul tangent la S in P ce este subspatiu vectorial (2-dimensional) in TpR? = R3. Prin
restrictie de la TpR3 la TpS putem introduce o notiune principald in teoria suprafetelor:

Definitia 7.4 Numim forma I-a fundamentald a lui S setul de produse scalare indexate de punctele
lui S

I={<,>p Irs: P € S} (7.6)
Altfel spus, I este o aplicatie:
I:PES%[(P):TpSXTpS—)R,I(P) =<,>p ‘Tps. (7.7)
Reamintim ca TpS admite, relativ la parametrizarea fixata (U, ), o baza canonica { a?ﬂ lp =
do(iio)(&;);i = 1,2} cu {é1, &2} baza canonica din R?; sau inci:
0 _ Oy _
5y P = ¥ilto) = 5 5 (o). (7.8)

Fie X,Y € TpS oarecare. Avem deci: X = X' a?ﬁ- lpsiY =Y %] p. Din punct de vedere calculatoriu

avem: ' ’
I(P)(X,Y) =< X'pi(tio), Y7 ¢;(ti0) >e
si din biliniaritate si simetrie avem:

I(P)(X,Y) = X'g;j(P)Y? (7.9)

unde g(P) = (gij(P)) € M2(R) este matricea formei I-a fundamentale. Rezulta ca putem scrie (7.9)
matriceal:

I(P)(X,Y)=X"-g(P)-Y (7.10)

reamintind ca vectorii tangenti X,Y € TPS sunt ganditi pe coloana. Altfel spus, avem:

1P = (x(p) ey ) (D oeb ) (L0 (7.11)

Avem dependenta de P a functiilor g;; : S — R unde:
9i(P) =< ¢;(tio), ;(to) >e - (7.12)

Mai precis, functiile coeficienti ai formei I-a fundamentale sunt:

g11 =< 1,01 >e= |1

g12 = g21 =< Q1,2 >e (7.13)
922 =< 2,02 >c= [ 02]|?
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unde am folosit deja simetria lui g(P) ca fiind matrice asociatd unui produs scalar:

(9(P))" = g(P). (7.14)

Pozitiva definire a a lui g se traduce prin:

=X'.g-X >0 pentru orice X € TpS,

-Xt.g- X =0 implicd X=vectorul nul din TpS=0 - ¢1(tg) + 0 - @2 (up)-

Formula (7.10) spune ca putem gandi forma I-a fundamentala ca aplicatie matriceal-valuata:

I:PeS—I(P)=g(P) e My(TpS). (7.15)

Exista cateva notatii traditionale, prima fiind atribuita chiar lui Gauss cel care a dezvoltat enorm
teoria clasica a suprafetelor:

m=FE, gu=ga1=F gn=G (7.16)
sau Inca:

I = g11(du)? + 2g19du’ du® + goo(du®)? = Edu® + 2F dudv + Gdv®. (7.17)

O alta proprietate remarcabila a matricei g deriva din identitatea Lagrange a calculului vectorial:
<a,a><bb>— <a,b>=|axb|? (7.18)

care este consecinta relatiei fundamentale: cos?t + sin®t = 1.
Cu a = ¢1(g) $i b = p2(tg) obtinem:

det g(P) = E(P)G(P) — F(P)* = |1 (it0) x (o) > 0 (7.19)

stricta pozitivitate fiind deci consecinti a regularitatii lui .S mai precis a ipotezei de imersie asupra
aplicatiei ¢. Deci g(P) este matrice inversabila iar inversa sa o notam:

. B 911 g12
g = (9”)1‘,]':172 = < g21 g22 ) (7.20)

unde pentru simplitatea scrierii am renuntat la precizarea punctului P. Prin calcul se verifica imediat:

Propozitia 7.5 i) Functiile g;j, g" : U — R sunt netede pentru totii,j € {1,2}.
i) Pentru orice campuri vectoriale X, Y € 2 (U) aplicatia
(u,v) : U = g(X,Y)(u,v) = gij(u, v) X*(u,v) Y7 (u,v) € R este netedd.

In continuare studiem comportarea formei I-a fundamentale la o schimbare de parametriziri locale
pe S in jurul lui P. Fie deci o noua parametrizare locala (U ,®) alui S in jurul lui P si corespunzator
Gip = (¢)~'(P). Multimea V = o(U) N @(U) este deschisi in R? dar inclusi in S si contine pe P. Fie
h=(p)top:p (V) CR? = o (V) C R% Aceasts aplicatie, numits schimbare de parametrizari,
este neteda fiind compunerea a doua aplicatii netede, satisface h(ig) = g si are exprimarea de ecuatii:

h:u® =u(a,a?),1 <a <2 (7.21)
Avem: ¢ = poh gi deci:
0 o , . Opoh, _ ou? , _ 0
|p = : = : = , . 7.22
g P = g 10) =~ () = i o) ale (7.22)
ceea ce spune ca elementele bazei {%|P, %|p} sunt campuri tensoriale pe U de tip (1,0).
Relativ la forma I-a fundamentala avem:
0 0 ou® 0 oub 0 ou® oub
~i’P: A~ 1Py a~7 e—< 3=, a3 - |Py 3= A 1 e— A~ Ya oy 2
9ij(P) =< 8&1|P ow P >e=< ou 8u“’P o’ 8ub’P ” aai ¥ 2 )Buﬂ (7:23)

ceea ce spune ci setul de functii (g;;(-)) este un cdmp tensorial de tip (0,2) pe U.
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SEMINARUL 7

Se cere forma I-a fundamentala pentru urmatoarele suprafete S cu parametrizari globale:
S7.1 de la S6.5.

Rezolvare £ =2, F =0, G = u®> + 2.

S7.2 planul determinat de punctul Py(7o) si vectorii necoliniari a, b.

Rezolvare Din 7 : 7(u,v) = 7o + ua + vb rezulta 7, = a, 7, = b. Deci: E = ||a||?, F =< a,b >,
G = ||b||?. Putem cu procedeul Gram-Schmidt si alegem o bazi ortonormat# in 7 si deci £ = G = 1,
F=0.

S7.3 suprafata Enneper S : #(u,v) = (3u + 3uv? — u3, 3v + 3u?v — v3,3(u? — v?)).

Rezolvare Avem 7, = 3(1 — u? + v2,2uv,2u), 7, = 3(2uv, 1 + u? — v?,—2v). Deci: E = G =
9(1 +u? +0v?)% F=0.

S7.4 elicoidul S : 7(u,v) = (ucosv,usinv, hv) cu h > 0 o constanta.

Rezolvare 7, = (cosv,sinv,0), 7, = (—usinv,ucosv,h), E =1, F =0, G = u® + h%.

S7.5 suprafata Monge S : z = f(x,y) folosind notatiile: p = fz,q¢ = fy,r = foa, 5 = fay, 2 = fyy-

Rezolvare 7, = (1,0,p),7, = (0,1,¢),E =14+ p*, F = pq,G =1+ ¢*.

S7.6 paraboloidul hiperbolic S : z = xy sau inca Py : 7(u,v) = (u, v, uv).

Rezolvare p =y, g =2, E =1+y* F =2y,G = 1 + 2°. In a doua parametrizare: F = 1 + v2,
F=u, G=1+u>

S7.7 S :7(u,v) = (a(cosu — vsinu), a(sinu + v cosu), b(u 4+ v)) cu a,b > 0.

Rezolvare 7, = (—a(sinu + vcosu),a(cosu — vsinu),b),r, = (—asinu,acosv,b). Deci: E =
a’(1+0v2) + b5 F =G =a®+ b2

S7.8 Se cere forma I-a fundamentalad a urmatoarele suprafete de rotatie; a se vedea exercitiul S9.7
pentru expresia generala:

1) sfera de raza R centrata in origine S(O, R): 7(u,v) = (R cosucosv, Rsinucosv, Rsinv).

Semnificatia geometrica a coordonatelor: u=longitudinea iar v=latitudinea ! Avem
(u,v) €U = (0,27m) x (=3, 5).

2) elipsoidul El : 7(u,v) = (acosucosv,asinucosv, bsinv); El : 2—3 + g—z + ZZ)—; —-1=0.

3) hiperboloidul cu o panzda H1 : 7(u,v) = (a coshucosv,acoshusinv, bsinhu).

4) hiperboloidul cu doud panze H2 : 7(u,v) = (asinhu cosv, asinhusinv, bcoshu).

5) paraboloidul eliptic P, : 7(u,v) = (ucosv,usinv, g—;) cup>0; P, :x?+y?—2pz=0.

Rezolvare 1) E = R%?cos?v, FF =0, G = R%,2) E = a’cos®v, F =0, G = a?sin® v + b? cos? v,
3) E = a®sinh? u + b? cosh?u, F = 0, G = a® cosh? u; H1 : -+ g—z — Z—; —1=0,
4) E = a®cosh? u + b?sinh®*u, F = 0, G = a®sinh®u; H2 : &; + Z—z — z—j +1=0,
) E=1+1%, F=0,G=u’

z2
a2
a2
[12



Cursul 8

Geometria intrinseca a unei suprafete

Fixdm S C R3 o suprafata regulat si o parametrizare locala (U, ¢) pe S. In Cursul precedent am intro-
dus forma I-a fudamentala I avand coeficientii (g11(u, v), g12(u, v), g22(u, v)) = (E(u,v), F(u,v), G(u,v))
in fiecare puent P(p(u)) € o(U) C S, @ = (u,v) = (ul,u?) = (u')i=12 € U.

Definitia 8.1 O proprietate intrinseca a lui S este o proprietate ce depinde doar de coeficientii
(9i) (si derivatele lor partiale in raport cu parametrii u, v). Totalitatea prorietatilor intrinseci ale lui
S constituie geometria intrinsecd a lui S.

Dedicdm acest Curs studierii catorva proprietati intrinseci.

I. Lungimea unui arc de curba pe S
Fie C o curba in spatiu, C' : 7 = p(t),t € I C R. Presupunem ca exista un arc [a,b] C I asa Incat
p(la,b]) C p(U) € S. Fie Cp, = ¢ o p.

Curbd Cy, : 7 = ¢! o p(t),t € [a,b] eset o curba pe U deci o curbd pland. Prin urmare avem
Cy:u=u(t),v =v(t),t € [a,b] sau Incad C, : u’ = u'(t),t € [a,b],i =1,2. Cum C = ¢ o C,, rezulta
ca O are ecuatia vectoriald C : 7 = ¢(u(t),v(t)) = p(ul(t),u?(t)),t € [a,b] si deci vectorul tangent
intr-un punct generic P(u(t),v(t)) € p(U) C S este:

(1) = 1(P)u'(t) + 02(P)V'(t) = v/ (t)p1 (P) + 0/ (t)pa(P). (8.1)

Pentru a folosi formula (1.6) a lungimii unui arc de curba a lui C' avem nevoie de norma acestui vector
si cu formulele din Cursul precedent rezulta:

[P =< 7(), 7 (t) >= g1 (P)(w(1))* + 2g12(P)u/ (£)0'(t) + g22(P) (v')*. (8.2)

Avem atunci:

Propozitia 8.2 Lungimea arcului de curba [a,b] al curbei C C S este:

b ut uJ
Ll = [ atatt) o) e ) =

b
= / VE(u(t), o)) (u (1) + 2F (u(t), v(t)u' (V' (1) + Glu(t), v(t)) (v (1)) (8.3)

Exemple 8.3 Consideram liniile parametrice pe S:
1) Cuy :u=wug,v =0(t) =vg +t,t € (—¢,¢). Avem:

b
L(Cugli-ee)) = / g22(ug, vo + £)v'(t)dt. (8.4)

ii) Cyy : u=u(t) =up +t,v =1p,t € (—&,e). Avem:
b
L(Cuyli—c,e) = / Vi1 (uo + t,vo)dt. (8.5)

20
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II. Unghiul dintre doua curbe pe §

Fie curbele pe S, Cp @ v = ug(t),v = va(t),t € I C R cua € {1,2} si punctul lor comun P
corespunzator lui ¢y € I. Consideram 6 unghiul dintre tangenta 77 (tp) la C; in P si tangenta T5 (o) la
C5 in P. Stim ca unghiul dintre doi vectori nenuli este caracterizat de cosinusul sau prin intermediul

formulei:
. < Tl(to),TQ(to) >

1T o) N T (o)l
Deoarece: Ty (tg) = ul,(t)p1(P) + vl (t)p2(P) rezulta:

Propozitia 8.4 Unghiul dintre cele doud curbe pe S in punctul lor comun este dat de:

cos 0 (8.6)

E(P)uy (to)uy(to) + F(P)(uy (to)vh(to) + uh(to)v) (to)) + G(P)vi(to)vy(to)

VE(u}(t))? + 2Fu (to) v (to) + G(v](to))2\/E(uh(to))? + 2Fu(to)vy(to) + G(Ué(tO))(28 .

cosf =

unde, st la numitor, coeficientii E, F, G sunt calculati tot in P.
Exemplul 8.5 Fie curbele de coordonate de la Exemplele 8.3 si punctul lor comun P(ug,vp).
Avem: (uf,v]) = (0,1) respectiv (u),v5) = (1,0) si deci:
F(uo,v0)
\/E(U(), Uo)G(Uo, Uo)

Rezulta ca liniile parametrice ale lui S sunt ortogonale intr-un punct al lui S daca si numai daca F
se anuleaza In acel punct.

cosf =

(8.8)

Mai general, reperul Gauss in P € S este: i) ortogonal daca si numai daca F'(P) = 0,
ii) ortonormat daca gi numai daca g(P) = I.

III. Aria unui compact pe S
Fie D C S o multime compacta (deci inchisa gi marginita). Folosind teoria integralei duble de la
Cursul de Analiza Matematica se arata imediat ca aria lui D este:

A(S) = / /D /det g(u, v)dudv. (8.9)

Prin urmare:

A(D) = //D VE(u,v)G(u,v) — F2(u,v)dudv. (8.10)

Izometrii

Definitia 8.6 Fie f : S — R si P € S. Spunem ca f este netedd in P daci existd o parametrizare
locala (U, ¢) a lui S in jurul lui P astfel incat functia f, : U C R? -5 R, fo = f o este neteda. f se
numeste netedd daca este neteda in orice punct din S.

Fie (U, ) o altd parametrizare a lui S in jurul lui P. Fie V = o(U) N @((U)). V este mulfime
deschisa fiind intersectia a doi deschisi si contine pe P deci este nevida. Fie aplicatia:

h:g '(V)C(U)CR? 5o (V) CUCR L h=gpo¢ (8.11)

numita schimbarea de parametrizari locale pe S.

Propozitia 8.7 h este difeomorfism de la g~ (V) la o~ 1(V).

Demostratie h este bijectie cu A=t = $~! o ¢. Mai mult, din expresiile lor rezulta ca h si h™?

sunt netede deoarece ¢ si @ cu inversele lor sunt netede. O

Avem: f, = fop, fe=fop = folge o@zfocpo<p_1o¢:f¢oh. Prin urmare, f,, este neteda

daca si numai daca f3 este neteda ceea ce arata ca notiunea introdusa in Definitia 8.6 nu depinde de
parametrizarea locala aleasa !
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Fie F : 5§51 — 52 o aplicatie intre doua suprafete si P € 57 fixat.

Definitia 8.8 F' se numeste neteda in P daca exista o parametrizare locala (U, ¢) a lui S; in jurul
lui P si exista o parametrizare locala (V1) a lui Sy in jurul lui F(P) cu F(o(U)) C (V) astfel incat
functia F,y : U CR? — V CR?, F,;, = ¢! o F o este neted.

Fie (U, ) o alti parametrizare locali a lui Sy in jurul lui P si (V,4)) o alti parametrizare locali
a lui Sy In jurul lui F(P). Ca mai sus avem schimbaérile de parametrizari locale:

hi=¢ lo@, hy=1¢loy (8.12)
respectiv expresia lui F' in cele doua perechi de parametrizari:

Foyp = Vv loFoyp, F.:=1y'oFog. (8.13)
Avem:

F@J):z;fl01/101/171oFogpogpflo@:hgloF%wohl

ceea ce arata ca F,, este netedd dacd si numai daca F¢
Definitia 8.8 nu depinde de parametrizari locale !

; este neteda. Prin urmare, notiunea din

)

Avem:
Fuyp:i=F'(u,v), ©=F*u,v). (8.14)

Presupunem in continuare ca F' este neteda in P si consideram, ca in Cursul 6, o curba pe S7 prin
acest punct, C' : u = u(t),v = v(t),t € (—¢,¢), deci u(0) = ug si v(0) = vg. Stim ca TpS; este
multimea tangentelor {u'(0)¢1(P) 4+ v'(0)¢2(P)} In P la toate aceste curbe.

Definitia 8.9 Diferentiala lui F' in P este aplicatia dFp : TpS1 — Tpp)S2 datd de:

d

dFp (! (0),/(0)) = (L a

— F2(u(t), v(1))) le=o. (8.15)

F (), o(0), 5

Putem gandi si vectorial; daci C : 7 = #(t),t € (—¢,¢) este ecuatia lui C privita in spatiul R3
atunci:
dFp(7(0)) = (F o 7)'(0) (8.16)
unde i f este gandit# in spatiul ambient f : (x,7,2) € Sy C R® — (2,7,2) € So C R3.

Proprietati ale diferentialei 8.10
i) este transformare liniara:

dFp(AX + pY) = AdFp(X) + pdFp(Y).
ii) (regula lantului) daca Ss este o a treia suprafata si avem G : Sy — S3 neteda atunci:

d(GOF)p:dGF(p)OdFP (817)

Definitia 8.11 i) F : S; — S3 se numeste difeomorfism daca este bijectie si F, F~! sunt netede
in orice punct. In acest caz, spunem ca S si So sunt difeomerfe.
ii) F' se numeste izometrie in P daca este neteda in P gi invariaza formele I-a fundamentale adica:

L(F(P))(dFp(X),dFp(Y)) = L(P)(X,Y) (8.18)

pentru orice X,Y € TpSy.

iii) F' se numeste izometrie locala daca pentru orice P € S exista un deschis D pe S; cu P € D asa
incat F' este izometrie in orice punct din D. F se numeste izometrie daca este izometrie locala si
difeomorfism.

iv) Suprafetele S, So se numesc izometrice daca exista o izometrie intre ele.
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v) Multimea Izom(S) a izometriilor suprafetei S constituie grup in raport cu operatai de compunere
a functiilor. Tzom(S) se numeste grupul izometriilor lui S.

Observatii 8.12 i) Izom(S) este multime nevida deoarece aplicatia identicd 1g este izometrie.
Diferentiala sa este: d(1g)p = 17,5.
ii) Tzom(xOy) este exact Izom(2) din Definitia 3.3.
iii) Dat A € O(3) aplicatia liniara asociata T4 : z € R? — A -z € R? se restrictioneaza la o izometrie
a lui S?. Reciproc, dacd f € Izom(S?) atunci existda A = Ay € O(3) asa incat f = Tq.

Exemplu 8.13 Fie S; planul zOy si S cilindrul 2 + y? = 1. Consideram F : S; — So,
F(z,y,0) = (cosz,sinz,y). Avem ca F este neteda in orice punct din S;. Mai mult, F este izometrie

locala deoarece Sy si S au aceeasi forméa fundamentalda g = I,. Dar F nu este izometrie globala
deoarece nu este injectiva !

SEMINARUL 8

S8.1 Pe suprafata (paraboloid) S : 22 + y? = 2pz se dau curbele Cy : = y, C3 : 2 = a unde p si
a sunt constante reale strict pozitive. Se cere unghiul € dintre curbe.

Rezolvare Parametrizam suprafata S : 7(u,v) = (u,v, %(lﬂ + v?)) si obtinem: E = 1+ Z—;,
F = %, G=1+ Z—z. Punctul de intersectie al curbelor este P(,/pa, /pa,a) si deci C; : ui(t) =
v1(t) = t + /pa. Pentru a doua curba din u?(t) + v%(t) = 2pa si u(0) = v(0) = /pa rezulta
parametrizarea Co : up(t) = v/2pacos(§ —t),v2(t) = \/2pasin(§ —t). Avem deci derivatele:

/ /
U/l == Ul — 1,
{ uy(t) = 2pasin(f —t), wvy(t) = —v/2pacos(] —t)
ceea ce da: uh(0) = \/pa, v5(0) = —,/pa. Numitorul fractiei (8.9) este:

u v v 2 a
i+ M0 it o)+ (14 S v = Y w(0)? - (0

2

u(0)
02

(1+

care este zero datoritd ecuatiei curbei Cj. Deci cele doua curbe sunt perpendiculare in punctul de
intersectie.

S8.2 Pentru suprafata S : 7(u,v) = (u,v,u(1+wv)) se cere unghiul ¢ dintre curbele de coordonate
respectiv unghiurile 0, 6> dintre curba C : v+ v = 0 si curbele de coordonate.

Rezolvare Se obtine imediat: £ = 1+ (1 4+ v)%, F = u(1 +v), G = 1+ u%. Dacd P(ug,v)

este punctul generic al lui S atunci din formula (8.10) avem: cosp = (1+u°2()1[1+j(()i+ = Punctul de
Up Yo

intersectie dintre C' si Cy, este P;(ug, —up) iar cel dintre C si Cy, este Py(—vo,vp).
In cele ce urmeaza prezentam o formula alternativa pentru (8.9). Astfel, daca cele doua curbe ce
se intersecteaza au tangentele: dr = 7, du + 7F,dv, 6T = 7,du + 7,6v atunci unghiul cerut este dat de:

Edudu + F(dudv + dudv) + Gdvdv
VEdu? 4+ 2Fdudv + Gdv? - VEbu? + Foudv + Gév?

cosf =

(8.18)

Revenind la problema data pentru C, avem: du = 0 iar pentru C,, avem dv = 0 in timp ce C
este data de v = —du. Folosind (8.18) rezulta:

Fdvdu + Gdv(—ou) F-G up — 2u3 — 1
cosfy = = =
VGAwWE —2F + Géu  \/G(E—-2F+G) /(1 +ud)(4ud — dug + 3)
respectiv:
Edudu + Fdu(—du) E-F 20% + 3vg + 2
cosfly = — _

VEduy/E —2F + Gou  \/E(E—2F +G) /(02 + 2v0 + 2) (402 + 4v + 3)
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S8.3 Pentru S : 7(u,v) = (ucosv,usinv,u + v) se cere unghiul dintre curbele de coordonate.

Rezolvare E =2, F =2, G =u?+1, cosf = m

S8.4 Pentru suprafata S de la Exercitiul S6.5 se cere forma I-a fundamentala.
Rezolvare Cum 7, = (cosv,sinv, 1), 7, = (—usinv + cosv,ucosv + sinv, —1) rezulta: E = 2,

F=0,G=u?>+2.

Prin urmare putem scrie:

_ 1 0 o 2
I(S)—2< 0 w41 ) = 2diag(1l,u” +1).

Conform exercitiului S7.4 avem ca forma I-a a elicoidului S}, este:

1 0 .
I(Sy) = ( 0 w4 h? > = diag(1,u® + h?).

Prin urmare avem I(S) = 2I(S¢h = 1)). Doua suprafete cu metricile diferind printr-u factor se
numesc conform echivalente iar doua metrici se difera printr-un factor se numesc conforme, factorul
respectiv fiind factorul de conformalitate.

S8.5 Sa se exprime metrica Euclidiand a spatiului minus originea g = ds? = dz? + dy? + dz? in
coordonate sferice.

Rezolvare Legatura dintre coordonatele carteziene (x,y, z) si coordonatele sferice (p, ¢, 0) (nu-
mite si coordonate polare in spatiu) este data de:

x = psinycosf
y = psinpsinf
z = pcos .

Prin calcule rezulta:
ds® = dp® + p*de?® + p?sin® dh?. (8.19)

S8.6 Si se exprime metrica Euclidian# a planului minus originea g = ds? = dx?+dy? in coordonate
polare (r, ).

Rezolvare Din: z = rcosy, y = rsiny rezulta: dr = cos pdr — rsinpdy si dy = sinedr +
r cos wdy ceea ce implica:
ds® = dr? + r?dp?. (8.20)

Sub aceasta forma, metrica este de tip warped; a se vedea si exercitiul 14.4 !
S8.7 Se cere aria si volumul sferei S(O, R).

Rezolvare Parametrizarea sferei este conform exercitiului 7.7 si folosim formula (8.10) cu D =
[0,27] x [-Z,Z]. Din: E = R%cos’v, F =0, G = R* avem:

A(S(O,R)) = R? /27r du (/’5 cos vdv) =27R%. (sinvé1> =27R%. (1 —(-1)) =4nR?. (8.21)
0 _ >

3
Volumul este:

R R 7"3 4
V(S(O,R)) = / A(S(O,r))dr =4r / r2dr = 4x - §|0R = 7R3 (8.22)
0 0
Un program C++ cu u =0 gi v = ¢.
#include” 3dframe.CPP”
void draw_sphere()
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{

int arr(4];

int rad=1500;

for(double i=0;i<=90;i=i+1)

{

double phi=((3.14159)/180)*i;
for(double j=0;j<90;j=j+0.005)

{

double theta, x, vy, z;
theta=((3.14159)/180)*j;
x=rad*cos(theta)*cos(phi);
y=rad*sin(theta)*cos(phi);
z=rad*sin(phi);
putxyz(int(x),-int(y),(int)z,arr, BLUE);
putxyz(int(x),-int(y),-(int)z,arr, BLUE);
putxyz(-int(x),-int(y),(int)z,arr, MAGENTA);
putxyz(-int(x),-int(y),-(int)z,arr, MAGENTA);
}

}

for(i=0;i<=90;i=i+1)

{

double phi=((3.14159)/180)*i;
for(double j=0;j<90;j=j40.005)

{

double theta, x, y, z;
theta=((3.14159)/180)*j;
x=rad*cos(theta)*cos(phi);
y=rad*sin(theta)*cos(phi);
z=rad*sin(phi);
putxyz(int(x),int(y),(int)z,arr, GREEN);
putxyz(int(x),int(y),-(int)z,arr, GREEN);
putxyz(-int(x),int(y),-(int)z,arr, RED);
putxyz(-int(x),int(y), (int)z,arr, RED);
}

}

}

void main()

{

int gd=DETECT,gm;

initgraph(&gd, &gm,”c:

tc

bei”);

DRAW3DFRAME();

cleardevice();

draw_sphere();

getch();

closegraph();

}
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Forma a II-a fundamentala

Fixam suprafata regulat si orientabila S C R3 si punctul generic P € S. Din orientabilitate, avem
ci aplicatia N : P € S — N(P) € S? este continui si observam din expresia sa intr-o parametrizare
locala ca este chiar diferentiabila.

Definitia 9.1 Functia N : S — S? se numeste aplicatia sfericd (Gauss) a lui S.

S& observam cd TpS si Ty (p S? sunt plane in spatiul fizic R3, ambele perpendiculare pe vectorul
N(P) si deci coincid ! Prin urmare, diferentiala aoplicatiei Gauss este: dNp : TpS — Tx(p S% =TpS
si deci o gandim ca endomorfism liniar al lui TpS.

Definitia 9.2 Endomorfismul liniar Ap : TpS — TpS dat de Ap = —dNp se numeste operatorul
Weingarten sau operatorul shape (forma) al lui S.

Fixam o parametrizare locala (U, ¢) a lui S in jurul lui P; deci P = ¢(ug) cu ag = (ug,vp) =
(ué)i:m. Vrem imaginea bazei canonice {1 (o), p2(up)} a lui TpS prin dNp. Reamintim ca:
i) p1(ug) este vectorul tangent in P la linia parametrica C, : u = ug + t,v = vg,t € (—¢,¢). Notam
Ty (t) € R3 vectorul generic de pozitie al curbei Cy,,
ii) analog ¢a(up) este vectorul tangent in P la linia parametrica Cy, : v = up,v = vg + t. Fie
Ty (t) € R3 vectorul generic de pozitie al curbei Cy, .

Propozitia 9.3 Avem:
dNp(p1(ti)) = Nu(tio),  dNp(2(to)) = No(to). (9.1)

Demonstratie Avem:

d d

ANp(1(Tip)) = < (N (Tu())le=0 = — (N (u(t), v0), N*(u(t), vo), N*(u(t), v0)) =0 =
= (N, (P)u/(0), N (P)u'(0), Nii (P)u'(0)) = Nu(P).
Analog:
dNp(p2(ii0)) = %(N(fuo(t)))!tzo = %(N (uo, v(t)), N*(uo, v(t)), N”(uo, v(t)))lt=0 =

= (N, (P)v'(0), NJ(P)v'(0), Nj (P)v'(0)) = Ny(P).
Deci avem concluzia ceruta. O
Propozitia 9.4 Operatorul shape este autoadjunct relativ la forma I-a fundamentald.

Demonstratie Trebuie sa verificam identitatea:
I(P)(Ap(X),Y) = I(P)(X, Ap(Y)) (9-2)

AR
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pentru orice X,Y € TpS. Din liniaritatea lui Ap si biliniaritatea lui I(P) rezulta ca este sufi-
cienta verificarea lui (9.2) pe perechile: 1) (p1 (o), ¢1(t0)), (w2(@0), p2(to)), 2) (¢1(to), p2(to)), 3)
(p2(up), ¢1(ug). Pe perechile din 1) verificarea este triviald. Pentru perechea din 2) avem, datorita
lui (9.1):

{ I(P)(AP(Spl)a(p?) = I(P)(_Nuﬁfv) =—< NUa(Pv >, (93)

I(P)(¢1, Ap(p2)) = I(P)(pu, =Nu) = — < pu; Ny > .

Derivam relatiile:
< Oy, N >=0,< p, N >=0

prima in raport cu v iar a doua in raport cu u:

< Purs N > + < ¢u, Ny >=0, (9.4)
< Py, N >+ < @y, Ny >= 0. ’
Datorita comutarii ,, = ., rezulta:
< Quy Ny >=< @, Ny, > (9.5)

si revenind la (9.3) avem egalitatatea ceruta. Analog pentru perechea 3). O
O alta notiune esentiala in geometria suprafetelor este:

Definitia 9.5 Numim forma a II-a fundamentald a lui S setul de aplicatii (11(P))pes cu II(P) :
TpS x TpS — R data de:
I1(P)(X,Y) = I(P)(Ap(X),Y). (9.6)

Proprietati:

i) 11(P) este forma biliniara pe Tp.S deoarece I(P) este forméa biliniara iar Ap este operator liniar,
ii) I1(P) este simetrica datorita relatiei (9.2),

iii) in general nu avem pozitiva definire a lui I7(P); deci II(P) nu este produs scalar asemenea lui
I(P)!

Cu aceleasi argumente ca in Cursul 7 avem:
II(P)(X,Y)) = X'b;;Y? (9.7)

unde b = (b;;) € M,(TpS) este matricea formei II-a fundamentale. Rezulta ca putem scrie (9.7)
matriceal:

II(P)(X,Y)=X"b-Y (9.8)

reamintind c& vectorii tangenti X,Y € TPS sunt ganditi pe coloand. Altfel spus, avem:

ey = (X xe))-( ) (1)) (9.9)

relatie In care pentru simplificarea notatie am omis dependenta de P a functiilor b;; : S — R unde:

bij(P) = I1(P)(#i, ¢j) = I(P)(Ap(#i), pj)- (9.10)

Mai precis, functiile coeficienti ai formei II-a fundamentale sunt:

bi1 =< Ap(p1),p1 >e= — < N1790{>=< ¢11, N > -
b12 = b21 =< Ap(gol),cpz >:_— < N1,<p2 >:<_¢12,N > (9.11)
bae =< Ap(p2),p2 >= — < Ny, p2 >=< 22, N >

unde am folosit deja simetria lui b:
v =1b (9.12)
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si relatiile (9.4) respectiv analoagele:

< SOUUa]Y >+ < Souiju >=0, (9 13)
< Popuy N > + < 0y, Ny >= 0. '

Puem scrie in mod unitar:
bz‘j =< (pz‘j,]\_f > . (9.14)
Notatia Gauss este:
b1 = L, big = by = M, boo = N. (915)

SEMINARUL 9

S9.1 Se cere forma a II-a fundamentala pentru S de la S6.5.

Rezolvare Avem: N = m(—u cos v—2sin v, —u sin v+2 cos v, u) §i Fyy = 0, Fypy = (—sinw, cos v, 0),

_ . . v 2
Ty = (—ucosv — sinv, —usinv + cosv,0). Rezulta: L =0, M = u%ﬂ’ N = w/“TJrQ.

S9.2 Se cere forma a II-a fundamentala pentru planul S7.2.
axb i Puuw = Tuw = Top = 0. Deci: L =M = N = 0.

llaxb]

Rezolvare Avem: N =

S9.3 Se cere forma a II-a fundamentald pentru suprafata Enneper S9.3.

Rezolvare Avem: N = T%UQ(—2U, 20,1 — u? — v?) §i Fuy = 6(—u,v,1), Ty = 6(v,u,0),
Tyy = 6(u, —v, —1). Rezulta: L =6, M =0, N = —6.

S9.4 Se cere forma a Il-a fundamentald pentru elicoidul S7.4.

L__(hsinv, —hcosv,u) §i Ty = 0, Tup = (—8inv,cosv,0), Ty =

Rezolvare Avem: N = o ¢
(—ucosv, —usinv,0). Rezulta: L =0, M = ot N =0.
S9.5 Se cere forma a II-a fundamentala pentru suprafata Monge S7.5.
Rezolvare Avem: N = \/ﬁ(_pv —q,1) §i Tuy = (0,0,7), Typ = (0,0,8), 7 = (0,0,1).
Ita: L= —Lfu M=—5— N=—L__.
Remlta: L= e M= Uman V= Ve

S9.6 Se cere forma a II-a fundamentald pentru paraboloidul hiperbolic S7.6.
1

Rezolvare Deoarece r =t = 0, s = 1 aplicand exercitiul precedent avem: L =0, M = oo
N =0.

S9.7 Se cer cele doua forme fundamentale pentru o suprafata de rotatie S avand axa Oz ca axa
de rotatie si curba meridian in planul 2Oz de forma C : z = p(u), z = ¥ (u).

Rezolvare Efectuam o rotatie de unghi v in jurul axei de rotatie si obtinem ecuatia vectoriala a

suprafetelor de rotatie:
S 7 (u,v) = (¢(u) cosv, p(u) sinwv, P(u)). (9.15)

Avem tabelul:
T x Yy z
T ¢ cos v ¢ sinw i
Ty —@sinv (pCos v 0
Tun " cosv " sinw "
Tuw | —¢'sinv ¢’ cosv 0
Tov —( COSV —psinv 0
N —1)’ cos v —) sinw o’
VD2 + @2 | V(©)?2+E)? | V()2 +@)?
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de unde rezulta:

E=(¢)P+ @), F=0, G=¢’ EG-F = ((¢)+ @),
L _ S0/,[)[}//_%//,(7[)/ M _ 0 N _ Sowl )
(¢)2+ ()2’ ’ (¢)2+(w)?
S9.8 Acceasi problema pentru cilindrul circular drept: p(u) =1, ¥(u) = Ru cu R > 0.
Rezolvare Din formulele precedente avem: £ = R?>, F =0,G=1, EG-F>=R?> L=M =0,

N = 1. Aplicatia Gauss este: N(u,v) = —(cosv,sinv, 0) si imaginea sa este cercul S'=ecuatorul lui
S2.

S9.9 Aceeasi problema pentru curba meridian C' parametrizata canonic.

Rezolvare Din parametrizarea canonica avem: (/)2 + (¢/)? = 1gideci: E=1, F =0, G = ¢?,
BEG—F2= =gy — "/, M =0, N = g,

S9.10 Acceasi problema pentru S(O, R) data de (5.12).

Rezolvare Avem o(u) = Rcosu, ¢( ) = Rsinu si aplicand formulele de la S9.7 avem: E = R?,

=0, G = R?cos®u, EG — F? = R*cos’>u, L = R, M =0, N = Rcos?u. Aplicatia Gauss a sferel

este:
N(u,v) = —(cosucosv,cosusinv,sinu)

si se observa ca nu depinde de raza sferei. Este exact aplicatia antipodala si imaginea este toata sfera
S2.
S9.11 Aceeasi problema pentru pseudosfera: p(u) = Rsinu, (u) = (cos u+1Intgy).

Rezolvare F = R%ct¢’u, F = 0, G = R%sin’u, EG — F? = R*cos®>u, L = —Rctgu, M = 0,
N = Rsinucosu. Aplicatia Gauss este: N(u,v) = (— cosucosv, —cosusin v, sinu).

S9.12 Acceasi problema pentru tor: ¢(u) = R+ rcosu, ¥(u) = rsinu.
Rezolvare E = 72, F = 0, G = (R +rcosu)?, EG — F?> = r>(R+rcosu)®>, L =r, M = 0,
N = cosu(R+ rcosu). Cum u,v € [0,2n] aria torului este:

27 2w
A(T(r,R)) / dv - (R4 rcosu)du = 277 - (Ru + rsinu)|2™ = 27r - 2rR = 47*rR  (9.16)

exact aria patratului de laturi: 277 si 27 R sau inca, aria cilindrului de lungime 27 R si raza r. Volumul
torului este:

V(T(r,R)) = / A(T(t,R))dt = 21°R - / 2tdt = 21 R - t*|y = 2n° Rr?. (9.17)
0 0
S9.13 Acceasi problema pentru conul circular: ¢(u) = u, ¥(u) =
_ 2 _ _ 2 _ 2\,2 T — _ _ _Ru
Rezolvare E = 1+ R?, F =0, G = u?, EG - F (1+R)u,L—M—0,N—\/W.

Aplicatia Gauss este:

N(u,v) = (_ Rcoswv B Rsinv 1 )
T RZ+1 VRZ+1 VR?+1

. . < < . o 2 .
deci a treia componenta zy este o constanta (evident subunitara) si x?\, + yJQV = Rg;ﬂzconstant. Deci

imaginea aplicatiei Gauss consta intr-un cerc pe S? la cota zy = ﬁ.

S9.14 Acceasi problema pentru catenoid: ¢(u) = Rcoshu, 1(u) = Ru.

Rezolvare E = G = R?cosh?u, F =0, EG—F? = R*cosh*u, L = —N = —R, M = 0. Aplicatia
Gauss este:

N(u,v) = ( CoS v sin v sinhu) .

coshu’ coshu’ coshu
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Curbura normala. Curburi principale.
Curbura medie si totala

Fixam suprafata regulat si orientabild, S C R? si punctul generic P € S. Deci, avem in punctul P
formele fundamentale: I(P), II(P). Fie Op vectorul nul din spatiul tangent 7pS.

Definitia 10.1 Functia kp : TpS \ {Op} — R data de:

_ TI(P)(X, X)

)= TR X %)

(10.1)
se numste curbura normald a lui S in P.

Fixam (U, ¢) o parametrizare locald a lui S in jurul ui P; deci P = ¢(@) cu @ = (u,v) = (u',u?) =
(u%)i=12. Dacd X = X1y + X2, atunci:

k (X) . sz(ﬂ)XZXj . bn(a)(Xl)Z + 2b12(ﬂ)X1X2 + b22(ﬂ)(X2)2
PR @ XTXT gy (barw) (X2 + 2g12(0) X TX2 + gog(u)(X2)2

(10.2)

Din aceasta relatie rezulta o proprietate importanta a curburii normale gi anume invarianta la scalari
X — AX cu A numar real nenul:
kp(AX) = kp(X). (10.3)

Prin urmare, putem considera kp ca fiind de fapt functia kp : S(TpS) — R:
kp(X)=1I11(P)(X,X) (10.4)

unde S(TpS) este sfera unitate din spatiul vectorial euclidian (TpS,I(P)) ie. S(TpS) = {X €
TpS; I(P)(X,X) = 1}. Rezulta cad S(TpS) este o multime marginitd si inchisa in TpS ~ R?; deci
S(TpS) este o multime compacta! Reamintim un rezultat de Topologie: o functie continua pe un
compact este marginita gi isi atinge marginile! In concluzie, existd k;=minimul functiei continue kp
si ke=maximul lui kp.

Definitia 10.2 Numerele reale k1, ko se numesc curburile principale ale lui S in P.

Un mod de caracterizare a curburilor pricipale este urmatorul: am demonstrat in Cursul precedent

ca operatorul shape Ap = —dNp este autoadjunct relativ la produsul scalar I(P). Un rezultat foarte
important al Algebrei Liniare spune ca un operator liniar autoadjunct A : (R", g) — (R™, g) determina
o baza g-ortonormata {ey,...,e,} in (R", g) formata din vectori proprii: A(e;) = Ne;, @ = 1,..., cu

(\;) valori proprii reale pentru A.

Prin urmare, Ap admite vectorii proprii ei,es € S(TpS) cu I(P)(e;,e;) = d;5 si corespunzator,
valorile proprii A1, Aa: Ap(e;) = A\je;. Presupunem A < Ag.

Cum {e1, e2} este o baza in TpS rezulta ca orice X € S(TpS) se descompune in mod unic:

X = cosfe; + sinfegy (10.5)

A0
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unde 6 este unghiul orientat dintre X si e;. Rezulta:
kp(X)=1I(P)(X,X)=1I(P)(cosfe; + sinfey, Ap(cosfe; + sinfeg))

si deci:
kp(X) =< cosfey + sinfeg, cosOA1e1 + sin ey >= A\ cos? 0 + Ay sin? 6. (10.6)

Propozitia 10.3 Functia f : [0,7], f(6) = A cos? 8 + Agsin? 6 admite pe Ay ca minim si A2 ca
maxim.

Demonstratie Avem: f/(f) = —A12cosfsin 0+ Xa2sinf cosd = (A2 — A1) sin 26 si ecuatia f/(0) =
0 admite solutiile 61 = 0, 2 = 7. Rezulta ca:
i) minimul lui f corespunde lui 6y si f(0) = Ay,
ii) maximul Iui f corespunde lui 63 si f(5) = A2. Avem deci concluzia. O

Corolarul 10.4 kq este valoarea proprie minima a lui Ap iar ko este valoarea proprie marimd a

lui Ap.
Avem deci: Ap(e1) = ke si Ap(ea) = koes.

Definitia 10.5 Vectorii proprii ai lui Ap, e1,ea € S(TpS) se numesc directiile principale ale lui
S in P.

Curburile principale permit o clasificare a punctelor unei suprafete:

Definitia 10.6 Punctul P € S se numeste:
1) umbilical daca k1 = ko # 0 i planar daca k1 = ko = 0,
2) eliptic daca ky - ky > 0, hiperbolic daca ki - ko < 0 si parabolic daca k- ko = 0 dar una din curburile
principale este nenula.

Notiunile introduse in definitia urmatoare sunt fundamentale in teoria suprafetelor:

Definitia 10.7 Numim:

1) curbura medie functia pe S:
k1 + ko

H:
2

(10.7)

Suprafata S o numim minimald daca are H = 0.
2) curbura totald sau Gauss functia pe S:

K =k - k. (10.8)

Suprafata S o numim plata daca are K = 0.

Pentru determinarea acestor curburi reamintim, conform Corolarului 10.4, ca k1, ko sunt exact
valorile prorii ale operatorului shape Ap. Prin urmare, ele sunt solutiile ecutiei caracteristice:

det(II(P) — AI(P)) = 0. (10.9)

Avem deci:
L—)ME M —M\F

M- N-xg |70

sau, prin dezvoltare:
(L —AE)(N — \G) — (M — A\F)?> =0.

Un calcul imediat da ecuatia finala a curburilor principale:
(EG — F))N\? — (LG — MF + NE)A + (LN — M?) =0 (10.10)

iar forumulele Viete dau concluzia:

_LG-MF+NE LN —M?  detII(P)
H(P) = 2(EG — F?) (P), K(P)= EG—F?  detI(P)’

(10.11)
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Invers, daca stim H si K atunci curburile principale sunt solutiile ecuatiei:
M —2HN+ K =0. (10.12)

Aceasta ecuatiie avand solutiile reale va avea discriminantul pozitiv si deci:
H>-K>0 (10.13)

iar solutiile sunt:
kLQZH:F\/ H? - K. (10.14)

De asemeni, deoarece expresia operatorului shape in raport cu baza {e1,es} este:

(ki O
Ap = < 0 ke ) (10.15)
obtinem: .
H(P)= iTrAp, K(P) = det Ap. (10.16)

O caracterizare a tipurilor de puncte este:

Propozitia 10.8 Punctul P € S este:
1) eliptic daca si numai daca K(P) > 0 §i parabolic dacd si numai daca K(P) = 0,
2) hiperbolic daca gi numai daca K ) <

(P
1u(P) _ b (P) _ bao(P)
n(P) gi(P) oo Py = ki(= k).

Demonstratie Echivalent;ele 1)-2) sunt evidente din definitia lui K. Sa aratam 3). Avem in
general: k; < kp(X) < ko pentru orice X € TpS\ {0Op}. Deci intr-un punct umbilical functia curbura
normala este constant egala cu kj. Pentru X = 7, obtinem: b11(P) = k1g11(P) iar pentru X = 7,
obtinem bos(P) = k1ga2(P). Revenind apoi la kp(X) = ki rezultd bi2(P)X'X? = kig12(P) X! X?
pentru orice pereche (X!, X2) de unde obtinem concluzia. O

3) umbilical daca si numai daca

SEMINARUL 10

Se cer curburile suprafetelor urmatoare:

S10.1 de la S9.1.

Rezolvare K = W deci toate punctele sunt hiperbolice.
S10.2 de la S9.2.

Rezolvare K = H = 0. Toate punctele sunt planare si parabolice.
S10.3 de la S9.3.

Rezolvare H = 0, K = M-
minimald. Ecuatia (10.10) a curburilor principale devine: [2—3A(1+4u?+v?)][2+3A(1+u?+0v?)] =0

Toate punctele sunt hiperbolice. Suprafata Enneper este

deci avem curburile principale: ki = m

S10.4 de la S9.4.

Rezolvare H = 0, K = ﬁ Toate punctele sunt hiperbolice. Elicoidul este o suprafata
minimali. In fapt, pentru elicoid ecuatia (10.10) a curburilor principale este: (u2+ h2)A\2 — — +2h2 =0
si deci avem curburile principale: k12 = uiihh?

S10.5 de la S9.5.

Rezolvare H = (*P Z)(i_éf; qj;()lgq%r, K= %

S10.6 de la S9.6.
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—2zy
(1+a2+y?)
S10.7 de la S9.7.

Rezolvare H = LR Toate punctele sunt hiperbolice.

[ S
%7K_(1+I2+y2

P (@) 2+ +e(p' " —¢" ') K = e ="y
280((50')2+(W)2)% ’ ()2 +")2)2"

Rezolvare H =

S10.8 de la S9.8.

Rezolvare H = %, K = 0. Toate punctele sunt parabolice. Cilindrul circular drept este o

suprafata plata. Ecuatia (10.10) a curburilor principale devine: A(1 — A) = 0 deci avem curburile
principale: k1 =0, ko = 1.
S10.9 de la S9.9.
Rezolvare H = & 4 £¥/—¢"' e W™
2 2 ’ ")
S10.10 de la S9.10.

Rezolvare H = %, K = %. Toate punctele sunt eliptice. Sfera are curbura medie constanta

si curbura totals constants pozitiva! Ecuatia (10.10) devine (1 — AR)? = 0 deci avem curburile
principale: ki = ko = % si toate punctele sunt ombilicale!

S10.11 de la S9.11.

ctg2u _ 1
K= L.

Rezolvare H = Toate punctele sunt hiperbolice. Pseudosfera are curbura

constanta negativa!

S10.12 de la S9.12.

R+2rcosu K — cosu
2r(R+rcosu)’ — r(R+rcosu) "’

S10.13 de la S9.13.

Rezolvare H =

Rezolvare H = K = 0. Deci conul circular este suprafata plata.

R
2uvV1+R2?’
S10.14 de la S9.14.

Rezolvare H =0, K = —m. Deci catenoidul este suprafata minimala gi are curbura ne-
gativa dar neconstanta. In fapt, exista doar doua suprafete minimale de rotatie: planul gi catenoidul!
Putem determina curburile principale din ecuatia (10.10) care devine:

(R — AR? cosh? u)(R + AR? cosh? u) = 0. Deci: k1o = =1

Rcosh?u’

$10.15 banda lui Mébius S : 7(u,v) = (cosu(l + vsin §),sinu(l +vsin §),vcos §).

Rezolvare E = (1 +vsin %)% + %, F=0,G=1.
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Derivata covarianta pe o suprafata.
Simbolii Christoffel

Fixam suprafata regulata, orientabild si scufundata S : ¥ = @(u,v), (u,v) € U C R? si punctul generic
P(ug,v) € S. Fie functia f : S — R gandita ca f(P) = f(u,v) deci ca f : U C R? — R. Asemanitor
Definitiei 8.5 introducem:

Definitia 11.1 f se numeste neteda daca este infinit derivabila partial in raport cu variabilele u
si v. Fie C*°(S) multimea acestor functii netede numite de catre fizicieni campuri scalare.

Observatia 11.2 C°°(5) este inel comutativ relativ la operatiile de adunare i inmultire.

Fixam acum X € TpS si doud curbe pe S, reprezentanti pentru X ca in Cursul 5, At) =
(u'(t),v(t)),t € (—e,e),i = 1,2. Deci ¢'(0) = (ug,vp) si 2(0) = (X!, X?) daci X = X'7,(P) +
X?27,(P). Prin urmare:

@(0)_@( ) = 1 dLl( )_dLZ
a7 dt T At dt
Urmatorul rezultat arata independenta derivatei unui cdmp scalar f de-a lungul curbelor ce-1 reprezinta

pe X:
Propozitia 11.3 In conditiile precedente avem: (f o ') (0) = (f o ¢2)'(0).

(0) = X2 (11.1)

Demonstratie Fie F; : (—¢,£) — R functia neteda (fiind compunere de functii netede) F;(t) =
(foc))(t) = f(u'(t),v'(t)). Avem F;(0) = f(P) si prin derivare compusa obtinem:

af ,_ du of ,_ dv'
= %UD) i (0) + %(P)E(O)-

Datorita relatiilor (11.1) avem concluzia: Fy(0) = F35(0). O

Fl(0)

()

Acest rezultat permite introducerea urmatoarei notiuni fundamentale:

Definitia 11.4 Pentru f € C°(S) si X € TpS numim derivata directionald a lui f in P € S
relativ la directia X numarul real: }
Vxf=(foc)(0) (11.2)
unde c¢: (—¢,e) — S este o curba pe S prin P cu ¢(0) = X.

Proprietatile acestui numar sunt date de:

Propozitia 11.5 Fie X,Y € TpS, A\, € R i f, f1, fo» € C°(5). Atunci:
D) Vaxquy f = AVx f+uVy f,
ii) Vx(Mi+ pf2) = AVx fi + uVx fo, )
iii) (Leibmz) Vx(flfg) =Vx/fi- fQ(P) + fl(P) -Vx fa.

In contrapartida cu notiunea de camp scalar introducem si:
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Definitia 11.6 Numim camp vectorial pe S o aplicatie Z : S — R3? constituita din 3 campuri
scalare: Z = (Z1, 22, 73).

Daca in particular avem ca Z(P) € TpS pentru orice P € S reobtinem notiunea de cAmp vectorial
tangent la S din Definitia 6.4ii). Extindem derivata directionald la cAmpuri vectoriale:

Definitia 11.7 Dat X € TpS si campul vectorial Z pe S numim derivata directionald a lui Z in
P relativ la directia X ansamblul:

VxZ = (VxZ',VxZ2,VxZ%. (11.3)

Proprietatile acestei derivate sunt date de:

Propozitia 11.8 Fie X,Y € TpS, \,u € R, f € C*(S) si campurile vectoriale Z, W. Avem:
i) VaxsuyZ = AVxZ + pVy Z,
i) Vx(AZ + pW) = A\Vx Z + uVxW,
i) (Leibniz) Vx(fZ) =Vxf - Z(P)+ f(P)-VxZ,
iv) (compatibilitatea cu metrica euclidiana)

Vx(< Z,W >)(P) =< VxZ,W(P) >+ < Z(P),VxW > . (11.4)

Ultimul tip de derivare dupa o directie se aplica cAmpurilor vectoriale tangente la S adica ele-
mentelor din 27(S5). Sa observam ca avem descompunerea in suma directa:

TpR? = TpS @ Np (11.5)

termenii sumei fiind chiar ortogonali relativ la produsul scalar euclidian. Relativ la aceasta descop-
unere introducem proiectorii (ortogonali):

75 TpR3 — TpS, =N :TpR® — Np (11.6)

i obtinem urmaétorul concept fundamental:

Definitia 11.9 Dat X € TpS si Z € 27 (S) descompunerea ortogonala:
VxZ=V5Z+BY'(X,2)=75(Vx2)+ 8 (VxZ) (11.7)

se numeste formula Gauss. Aplicatia VF : TpS x 2°(S) — TpS se numeste derivata covariantd a lui
Z in P relativ la directia X. Setul de aplicatii V : 27(S) x 2(S) — 2°(S) dat de V = (VF)peg se

numeste coneziunea Levi-Civita a lui S.

Sa observam ca derivata Levi-Civita o gandim astfel: (X,7) € 27°(S) x Z(S) = VxZ € Z(S)
unde VxZ:Pe S — Vi(P)Z € TpS!

In continuare si particularizim formulele obtinute la X element al bazei Gauss {@,(P), o, (P)}
a lui TpS. Conform discutiei din Cursul 6 avem ca ¢, (P) este vectorul tangent in P la curba
Cyy : u = u(t),v = const = vy cu u(0) = ug si v'(0) = 1. Prin urmare avem:

- d 0 0
Veuior] = (70 C)(©) = T (u(t),w0) im0 = 2 (PY(0) = 2 ), (118)
Absolut analog: 5
Voo p)f = a—i(P) (11.9)

si deci putem remarca urmatoarele:
i) cu o globalizare de tipul celei considerate la derivata Levi-Civita putem nota:

Vouf = ==, Vo f = = (11.10)
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ii) putem renota formal:

0 0
-7 = = 11.11
Pu=go Pu= g (11.11)
Pentru derivata directionala pe campuri vectoriale obtinem deci:

- oz! 0z* . 073
Vo.(p)Z = —(P —(P —(P) ] . 11.12
ain? = (G (). 5 (P, 5 P)) (1112

Sa observam ca proiectorul normal are expresia foarte simpla:
wN(Z(P)) =< Z(P),N(P) > (11.13)

si atunci putem calcula usor B (p;(P) = 821' ,Z) pentru Z = p;:

B (0i(P). 9}) =< Vi ()24, N(P) >=< 3% (P), N(P) >=< ¢§(P), N(P) >

si o comparatie cu relatiile (9.11) conduce la faptul ca BY = II(P). In concluzie, formula Gauss se
poate globaliza la:

VXZ:VXZ+II(X,Z) (11.14)
pentru orice pereche (X, Z) € Z°(9)!

Pentru acceasi pereche (X = ¢;, Z = ;) formula Gauss devine:
Pij = Vipj + bigN (11.15)
si descompunerea generica a primului termen din membrul drept este:
Veipj = oy, (11.16)

cu I'" funtii netede pe S.
Definitia 11.10 Functiile I se numesc simbolii Christoffel ai lui S.

Sa observam ca derivatele partiale comutd ¢;; = ¢j; si atunci datorita relatiei (11.16) avem
comutarea simbolurilor Christoffel in raport cu indicii inferiori:

Iy =Tk, (11.17)

Pentru a determina expresia acestor functii vom folosi compatibilitatea cu metrica din Propozitia
11.8:

V%‘(< Pi> Pk >) =< V<Pi90j790k >+ < 90j7v<ﬂi90k >
care devine:
8gjk
out
(in membrul drept aveam i componente normale dar acestea sunt ortogonale cu 7. deci produsele

scalare respective sunt nule.) Facem permutarea ciclica a indicilor 4, j, k si operatia (11.18;) +
(11.18;) — (11.18;) conduce la expresia finala:

= If;9ar + 'iGja- (11.18;)

ouwl  OuF ol

gzk+ 9ji 9ik zr?kgai

ceea ce produce cu interschimbarea a <> i:

g <89ak 09ja 39jk>
gk = 7 + — .

oud ouk ous (11.19)
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O formula ce unifica calculele este:
1 -1 0915 | 0g; 99i;
(F%j>:1<911 912> .<guz‘j+ggj;_;f>.
2. 2j gi2 _ 99i
F” 2\ g1z g2 ou T ow Ou?

-1 10
(Fil >_<911 g12 > < ) 5653116 >
= 1
I'f 12 922 Sl 22
-1 10
T\ _ (91 912 N
't 912 922 35

u
-1 2] 10

<F%Q>:<911 912> .<8€1122_28€¢212>
'3y 12 922 53

Deci:

Z(S)
; 0
unde: P ax
i AN AN a YZ_ a X
(X Y] = X(Y) - Y(X) = X0 S

ii) Tensorul de curburd al conexiunii Levi-Civita este aplicatia R : 2°(S)3 — 27°(S):

R(X,Y)Z =VxVyZ —~VyVxZ — VixyZ.

Se obtine imediat ca R este un camp tensorial de tip (1,3) avand componentele locale:
o 0 0 0
(8’1#’ 8u3> oul Gt uk

k
k 8Fjl _ 6Ffl +Fark _
igl — oul oul jl+ai

Se arata (a se vedea Cursul urmator) ca:

unde:

atmk
ilraj'

K [9113%22 + 912R%22] .

B 1
 EG — F?

Aceasta relatie foarte importanta determina introducerea tensorului covariant de curburd

R X (S)r — C=®(9):
BX,Y, Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

avand componentele locale:

o o0 .0 0
Rijkl = g <R( ) .

9 9w ok ol
Cu (11.25) obtinem:
Rijri = Rij1.9al

iar formula curburii totale devine:

_ Fam
detg

(11.20)

(11.21)

Definitia 11.11 i) Crosetul Lie pe suprafata S este aplicatia: [-,-] : 27(S)? = 2°(S) x Z(9) —

(11.22)

(11.23)

(11.24)

(11.25)

(11.26)

(11.27)

(11.28)

(11.29)

(11.30)

(11.31)

Relatia (11.18;) exprima local faptul ca conexiunea Levi-Civita este metrica adica derivata cova-

riantd Vg este nula sau incad Vxg = 0 pentru orice X € 27°(S) unde:

(Vxg)(Y,2) == X(g(Y, 2)) —9(VxY,Z) — g(Y,Vx Z).

(11.32)
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S11.1 Fie V9 conexiunea Levi-Civita a metricii g si constanta reala ¢ > 0. S& se arate ca:
VY9 = V9

Rezolvare Rezulta imediat din expresia (11.19) a simbolurilor Christoffel.

S11.2 Spunem ca S este rapotata la coordonate polare geodezice daca forma I-a fundamentala este
g(r, @) = dr* + G(r,p)dp?. Se cer simbolii Christoffel si curbura Gauss.

Rezolvare Singurii nenuli sunt: '}, = —%%, 2, =13 = %%, I3, = %%. Din (11.27)
avem:
1 1 [oT3, OIf 1] 1 1] 1 1
K= 53%22 -G 3u212 - au122 + 500 — P(ILQF}Q] =c [—QGW - F%zréz} =-G |:_2G1"7” + 4GG’2"]
cu expresia finala:
1
K =—[G?-2GG,]. (11.33)

4G?

O concluzie interesanta este aceea ca pentru K nu avem nevoie de derivatele in raport cu ¢ ale lui G.

S11.3 Sa se aplice calculul precedent la elicoid.

Rezolvare Avem G(r = u,p = v) = u? + h? si rezultd ci singurii nenuli sunt: T, = —u,
1—‘%2 = F%l = ﬁ Avem:
K= - [(gu)2 —2(u? + h2)2] _ [u2 — (u? + hZ)} = _7}‘2
4(u? + h?)? (u® + h?)? (u® + h?)?

in acord cu exercitiul 10.4.

S11.4 O parametrizare a lui S pentru care gi1 = go2 = 1 si g12 = cos ¢ cu ¢ = ¢(u,v) se numete
retea Cebisev. Se cer simbolii Christoffel.

I 9o I —9¢
Rezolvare < F%i > = Sirlw ( Coig;f“ ), ( F%z = Sirlup 94, | sirestul nuli. Din (11.27)
ou

avern: 08P oy
K = — 2 [R%QQ =+ cos SOR%22:| .
sin® ¢
unde: oL - 5
I T % ®
= s () b -
ori, orz COS P
Ry = 852 - 052 + D5l — Tl = Tano SOW'
In concluzie:
K= -4 [14cos?p] = 2%, (11.34)
sin® ¢ sin ¢

S11.5 Se cere curbura Gauss a sferei S(O, R).

Rezolvare Metrica sferei este: g = R?du? + R? cos® udv? si cu relatia (11.27) avem:

R? Rl 1 Oy, Oy 1 1
K= Ricos2u  RPcoslu  R2Zcos?u [ oul  ou? ol - CILZFCQ] '
sinu

Dar singurii simboli Christoffel nenuli sunt: ', = si [l, = sinucosu ceea ce da:

Ccosu

1
- R2cos?u

. 1
sin u cos u] = —

K 2

9 . 9 sin u
cos“u —sin“u +
cosu
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in acord cu exercitiul S10.10!
S11.6 Se cere curbura Gauss a catenoidului

Rezolvare Din S9.14 avem metrica g = R? cosh? u(du? + dv?) si din (11.27) rezulta:

= R%22 — 1 8:[%2 _ 8:[1%2 + a F]_ _ 1a Fl
R2cosh?u  R2cosh?u | Oul ou2 224 al 12l a2 -
Singurii simboli Christoffel nenuli sunt: 1"%1 = —F%Q = I‘%Q — zgélflz si deci:

o 1 1 (sinhu>2+<sinhu>2 B 1
 R2cosh®u | cosh?u coshu cosh u ~ R2cosh?u
analog cu rezultatul de la S10.14.

Definitia 11.11 Campul X € Z2°(S) se numeste covariant constant daca VX = 0ie. VyX =0
pentru orice Y € Z°(S).

S11.7 Sa se arate ca norma lui X ie. fx = /g(X,X) este constanta.

Rezolvare E suficient si ardtdm ci f% este constantid. Avem din metricitatea (11.28):
0= (Vyg)(X,X) =Y (f}) = 20(Vy X, X) = Y (f3) = 0 =Y (f3).

In particular, spunem ca X este paralel de-a lungul curbei v : I — S daca V., X = 0. Acest rezultat
spune ca norma unui camp paralel este constanta de-a lungul curbei.
Definitia 11.12 Fie functia neteda pe o suprafata f : S — R. Laplacianul lui f este functia pe
S
Af=gi (2 e OF )
f=9 <6u28u3 7 ouk

Ecuatia: Af = 0 se numeste ecuatia Laplace pe S iar o solutie o numim functie armonicd pe S.

(11.35)

Prin urmare, ecuatia Laplace este:
G (fun=Thifi) = 2F (fr2 = Thofie) + B (fo2 — Thofi) = 0. (11.36)

Exemplul 11.13 In planul fird origine cu metrica warped dati de coordonatele polare ecuatia
Laplace pentru o functie radial simetrica f = f(r) este:

P2 fr+rfr=0 (11.37)

cu solutia generala: fo,(r) = alnr + b, a si b fiind constante reale.

Exemplul 11.14 Pe sfera S(O, R) folosim exercitiul 11.5; ecuatia Laplace este:
o8 U fuy + foo — sinucosuf, = 0. (11.38)
S& cautam solutii f = f(u); avem ecuatia (cosuf’) = 0 si deci:

O (U

Cosu

i 1 tan 2 +1
sinwu + >:Cln an § +
coSs U

tang — 1
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Teorema Egregium si teorema
fundamentala a suprafetelor

Fixdm suprafata regulatd, orientabild, scufundatd S : ¥ = ¢(u,v), (u,v) € U C R% Reamintim din
Cursul precedent formula Gauss:
¢ij = Dljor + by N. (12.1)

Urmarim stabilirea unei formule asemanatoare pentru gradientul versorului normalei: VN = (5,7 87_2) =
(N1, Na): ) )
coeficientii din aceasta relatie urmand a fi determinati. Pentru aflarea celui de al doilea coeficient
inmultim scalar (12.2) cu N si avem:

Br =< N, N >
si deci:

o o

Vedem astfel o motivatie pentru alegerea normalei ca versor. Pentru aflarea primului coeficient

2B, =< Nk,N>+<N,Nk >=

inmultim scalar cu 7:
< Nk, pr >= A}, < s, 1 >= Ajgst.

Comparand cu relatia (9.4) rezulta:
—bgt = Ajgst

si in multim acum cu g%: A
—9"bu = Ajgstg” = A8 = A,

In concluzie, relatia (12.2) devine formula Weingarten:
Ny = (—¢7"bu) ;. (12.3)

Perechea de relatii (FG) = (12.1), (FW) = (12.3) constituie formulele fundamentale ale teoriei
suprafetelor.
Teorema 12.1 Ecuatiile fundamentale ale teoriei suprafetelor sunt:

I) (EG) ecuatia Gauss

arj, orh,

ul Ou2 + (TISQ% - Fglrig) : (12.4)

det IT = g1j [

IT) (EC) ecuatiile Codazzi

w2

12.5
et — G+ (Thobpy — T bgo) = (12.5)

{ Obip _ 0byy (T¥ybr1 — Tibrz) =0

U
&
Qgﬁ‘_l

U

50
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Demonstratie Derivim formula Gauss in raport cu u*:
1 2. Obii B
Pijk = 871,5@1 + 51 + aiujkm + %000 + TUIZN + bij N,
si folosim din nou (F'G) + (FW):
or; or, Obij & | t1 1 2 G 2 il 2 N
il = o p 1+ gt o N Ti(Pien + Pipen + bieN) + 15 (Togepr + Togepz + bonN)+
+bij (=g bepp1 — g% bsrpa).
Regrupam dupa vectorii reperului Gauss:
8F11j 11 2 1l 1s 8F?j 12 2 12 2s
Pijk = | Gk + LT + Do — 0ijg sk | 1 + Juk + 1311 + D15 — 0ijg™ bske | 2+
9bij | 11 2 -
g0t Lyibike + 5500k | N. (12.6)
Schimbam j <> k:
L 8F21k 1'11 1—\1 1—\2 1—\1 — b I argk Fl 1—\2 1—\2 F2 — b QSb .
Piki =\ Gy + L'y + Dol — big "bsj ) o1 + Ju + Ll 1y + Uikl — 0ig™ 0sj ) 2+
0b; _
+ <a£ + Thb1j + r%kmj) N. (12.7)

Egalitatea ¢;jr = @ix; cititd pe cele trei componente ale relatiilor (12.6), (12.7) conduc la cele trei
ecuatii cerute. O

Consecinta cea mai importanta a rezultatului precedent este aga-numita Teorema de Aur a lui
Gauss care, In esenta, este unul din cele mai uimitoare si remarcabile rezultate din Matematica. Astfel,
desi ingredientele notiunii de curbura totala nu au caracter intrinsec, rezultatul lor este intrinsec:

Teorema Egregium (Gauss) 12.3 Curbura totald este un invariant intrinsec al lui S.

Demonstratie Cum K = % este suficient de aratat ca det I1 este un invariant intrinsec al lui

S. Dar, acest fapt este consecinta a ecuatiei (FG). O
O afirmatie echivalenta cu Teorema FEgregium este urmatoarea:

Teorema Egregium (varianta) 12.4 Fie Sy §i So doud suprafete requlate, orientabile, scufun-
date gi f : S1 — Sa o izometrie. Atunci pentru orice P € S1 avem Kg,(P) = Kg,(f(P)).

O observatie importanta este aceea ca Teorema 12.4 nu admite reciproca! Exista exemple de
perechi de suprafete (S1,.52) si o functie neteda f : S; — So astfel incat K1(P) = Ks(f(P)) pentru
orice P € §7 dar f nu este izometrie.

Finalizam Cursul cu o alta metoda de calcul a curburii toale ce va revala din nou caracterul
intrinsec al acestul invariant. Vom scrie forma a I-a fundamentala sub forma:

g=1=(w")"+ ")’ (12.8)

unde w!, w?

sunt doua 1-forme diferentiale ortonormate; se arata ca acest lucru este posibil intotdeauna
dar vom exemplifica in continuare acest fapt pe suprafete concrete. Mai in detaliu, daca F' = 0 atunci
luam:

w' = VEdu, w?=VGdv. (12.9)
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Revenind la cazul general (12.8) se arata ca existd o matrice antisimetrica de 1-forme:

0 w?
wi 0

asa incat prin diferentiere avem:

dw' = w! AW (12.10)
sau matriceal:
1,2 1,2 0 wf
dw",w) = (w,w?)- 1 . (12.11)
wy 0
Aceste relatii se numesc ecuatiile de structurd ale suprafetei. Prin retinerea doar a 1-formei w? = —ws

ele devin:

1 2 a2
{ dw' = —w* A wi (12.12)

dw? = wt A W?

unde d este operatorul diferentiald exterioardiar A este produsul exterior. Reamintim ca: dod = d? = 0
siwAw=0!

Atunci curbura totala este data de formula:
dw? = —Kw! AW (12.13)
Exemplul 12.5 (Elicoidul) Reamintim ca forma I-a a elicoidului este:
g=1I=du®+ (u + h?)dv*. (12.14)

Rezulta, cu expresiile de mai sus pentru w;:

wl =du, w?=Vu?+ h2dv. (12.15)

Ecuatiile de structura devin:

dw? = d(Vu? + h2dv) = ——2—du A dv + Vu? + h2d?v = ——2—du A dv = w' A ———=dv = du A 3.

{ dw' = d®u =0 = —w? A w?

VuZ+h2 VuZ+h2 VuZ+h2
(12.16)
Prin urmare, din a doua ecuatie deducem:
2 u
w] = ———=dv. 12.17
RV ( )
Diferentiem aceasta 1-forma:
VTR - 2
do? = d(—— ) A dv + ——— %y = Y Gy N dy = —————du A dv =
N N W R (u? + h2)3
= —Kvu?+ h%2du A dv
ceea ce da rezultatul final: )
h
K=—— 12.18
(u? 4+ h?)? ( )

in acord cu exercitiile S10.4 si S11.3.

SEMINARUL 12
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S12.1 Sa se arate ca intr-o parametrizare ortogonala a lui S, i.e. F' =0, avem:

1 E, Gy ]
_ n 12.19
T | vEe  aah (1219)
unde indicele inferior indica derivarea partiala in raport cu acea variabilua.
Rezolvare Metoda I. Teorema Egregium da urméatoarea formula pentru curbura Gauss:

FE, - EG 2FEF,— FFE, — FEE
2V EG — F?K = <”“> ( - = ”> 12.20
EVEG—-F?), EVEG — F? . ( )

si din ipoteza F' = 0 avem relatia ceruta.
Metoda II (cu ecuatii de structura). Avem: wl = \/Edu, w? = \/@dv; deci ecuatiile de structura

devin:
{ — Lo du A dv = vVGwiAdv

2VE

2?/“éalu Adv = VEdu N w%

ceea ce conduce la:

1 E, v
w%:Q{— du + ¢ dv

VEG  VEG

Avem atunci: | £
dw? = —~KVEGdu A dv = = Y
1 9 [( \/ﬁ

o+ ( Juldu A dv

Gy
vVEG
ceea ce da formula ceruta.

Alte formule pentru curbura Gauss:

1) daci g = g11(du+dv?) atunci: K = —%; coordonatele (u, v) se numesc isotermale=izotermice,
in engleza isothermal coordinates,

X .. _ 1 9%Ingip
2) daca g = 2g12dudv atunci: K = 95 Budv

S12.2 Si se calculeze curbura Gauss daca S este raportata la coordonate polare geodezice si sa
se integreze cazul K = —1.

Rezolvare Aplicam exercitiul precedent si avem:

K__15<Gr> __15< G >
2V/G or \VG VGOr \2v/G/)
Dar ultima paranteza este exact %\/@ $i In concluzie:

%G

K=- . 12.20

Ve (1220)

Pentru a integra cazul K = —1 cutim v/G(r, ) de forma x(r) si avem ecuatia diferentiald ordinara:
2" = x. Datele initiale (Cauchy) pentru aceasta ecuatie sunt: x(0) = 0 si 2/(0) = 1. Solutia unica

este: z(r) = shr si deci: G(r,p) = sh?r.
S12.3 Se cere curbura Gauss a unei suprafete cu retea Cebigev.
Rezolvare Din relatia (12.18) avem:

0 F, d [ —sinp- g,
N ) -2
LK ov <\/1_F2) 81}( sin ¢ )

ceea ce da exact relatia (11.29):
1 0%

K=- .
sin ¢ Judv
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S12.4 Se cere curbura Gauss a suprafetei de rotatie S : 22 + y? = f2(z) si sa se integreze cazul
K = —1. Caz particular: S(O, R) cu f(u) = VR? — u?

Rezolvare Parametrizam S astfel S : ¢(u,v) = (f(u)cosv), f(u)sinv,u). Avem:
oy = (f'cosv, f'sinv, 1) si v, = (—f(u)sinv, f(u)cosv,0) de unde rezultd: g = (1 + (f'(u))?)du® +
f?(u)dv?. Aplicand formula (12.18) obtinem:

_ f"(u)
F)[X+ (f"(w)?]*
Prin urmare cazul K = —1 conduce la ecuatia diferentiala: f” = f(u)[1 + (f'(u))?]?.
Pentru sfera S(O, R) reobtinem rezultatul cunoscut K = %.
Singurii simboli Christoffel nenuli sunt:
1 o _ 1 —ff
Fl - 3 F = F = °
Uy TR R 1 ()2

S12.5 Se cere curbura Gauss a suprafetei de rotatie S : z = f(y/22 + y?) si sa se analizeze cazurile
K=-1g K=0.

Rezolvare Parametrizam S astfel S : p(u,v) = (ucosv,usinv, f(u)) si deci: ¢, = (cosv,sinv, f'(u)),
¢y = (—usinv,ucosv,0). Rezultd: g = [1 + (f'(u))?]du? + u?dv? si aplicand formula (12.17) avem:

K—_ ! O S
uy/T+ (f(w)? du \ /T4 (f'()? )
Cu notatia p(u) = W avem: K = —“0/2(;). Pentru K = —1 putem integra o(u) = u? + ¢ de

unde rezultd: f(u) = [,/ u%rc — ldu. Pentru ¢ = 0 gasim:
1 1
f) = Vi—uw? = S+ V1-w)+ Sl - V1-)

deci u € (—1,1). Pentru K = 0 avem ¢ = c=constant, deci f’ = Cj=constant de unde rezulta
f(u) = Cru+ Cs.

S12.6 Fie S un deschis din planul euclidian R? cu forma I-a fundamentald conformd cu metrica
euclidiand: g;; = Ed;; = €%Y;;. Presupunem cd E = E(r) i.e. v = v(r); spunem ci g este rotational
simetrica. Se cere curbura Gauss si sa se analizeze cazul K = —1. Exemplu: F = ﬁ.

Rezolvare Cu relatia (12.17) obtinem:

1 1 2 1
K= — E" ~E — " = —211‘
53 < (r)+ " (7“)) <v (r)+ v (r)) e
Cazul K = —1 conduce la ecuatia diferentiala: v”(r) + %v’ (1) = e**(") far pentru exemplu obtinem:
7,.2 2
K =322

S12.7 Pentru suprafata Monge S : z = f(z,y) si punctul fixat P(z,y, f(z,y)) € S sa se arate ca:

2
K(P) = (+ V) P) 2 det (550 ) @)

Rezolvare Tema.
S12.8 Se cere curbura sferei S(O, R) cu ecuatii de structura.

Rezolvare Din g = R%du® + R?cos® udv? rezultid: w' = Rdu, w? = Rcosudv. Ecuatiile de
structura:
do' =0=—-w? Aw?, dw? = —Rsinudu A dv = Rdu A w?
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dau: w} = — sinudu. Rezulta:

dw? = — cosudu A dv = —R? cosuK du A dv

1

cu rezultatul cunoscut: K = ok

S12.9 Se cere curbura pseudosferei cu ecuatii de structura.
Rezolvare Din exercitiul $9.11 avem metrica g = R?ctg’udu® + R? sin® udv? si deci:
w! = Retgudu, w? = Rsinudv. A doua ecuatie de structura da:
dw? = Retgudu A dw? = R cosudu A dv

adica: w% = sin udu. Rezulta:

dw? = cosudu A dv = —R? cosuK du A dv

ceea ce da rezultatul cunoscut: K = —#.
S$12.10 Se cere curbura metricii warped g = du? + f2(u)dv? cu ecuatii de structura.

Rezolvare Din w! = du, w? = f(u)dv rezultd a doua ecuatie de structura:
dw? = f'(u)du A dv = du A w}
ceea ce di: w? = f'(u)dv. Prin urmare:
dw? = f"du AN dv = —K fdu A dv

ceea ce implica:

4
K=_{ W (12.21)
fu)
Pentru f = /G reobtinem (12.20) adica metricele in coordonate polare geodezice. Pentru K = 1
obtinem ecuatia diferentiala f”+ f = 0 cu solutai generala f4 p(u) = Acosu+Bsinu = A cos(u+up).
Alegand A = 1 si up = 0 reobtinem metrica sferei S2.

S12.11 Se cere curbura metricii Poincaré g = U% [du2 + va]; a se vedea Exemplul 14.9.

1 _ du =dv

Rezolvare Din w* = 7%, w™ <" rezulta prima ecuatie de structura:

1
dw! = —ﬁdv A du = — fracdvo A w?

ceea ce di: w? = %“

= w!. Prin urmare:
dwi = ZduNdv=—-K—du/ldv
) )

ceea ce da: K = —1 constant negatival
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Curbe pe o suprafata: reperul
Darboux

Fixdm suprafata regulats, orientabild, scufundata S : 7 = 7(u,v), (u,v) € U C R?. De asemenea,
fixim o curba C pe S data de C : v’ = u’(t),t € I C R. Deci:

C:7c(t) = r(u'(t)),t € I.
Pentru simplificarea calculelor vom presupune curba ca fiind parametrizata canonic.

Curba C fiind in spatiu 1i atagim, conform teoriei Frenet, reperul Frenet {T', N, B} si invariantii
k, 7. Dar, fiind pe S putem asocia lui C' un nou reper care sa faca legatura dintre C si S.

Definitia 13.1 Numim reperul Darbouz al perechii (C, S) reperul RD(7¢(s)) = {Fc(s) : T(s), Ny(s), N(s)}
unde versorul N, se numeste normala tangentiald la curba C' si este astfel ales incat reperul sa fie
pozitiv orientat.

Avem deci:

Ny(s) = N(s) x T(s). (13.1)

Pentru a obtine ecuatiile de migcare ale reperului Darboux consideram 6(s) unghiul orientat dintre

N(s) si N(s). Sa observam ca versorii N(s), N(s), B(s) sunt in acelaj plan, normal la T'(s), iar ultimii

doi sunt ortogonali. Rezultatunci relatia (in care renuntam la argumentul s pentru simplificarea
scrierii):

N = cosON +sinB (13.2)

si combinand aceste doua relatii avem:
Ny =sinfN — cos6B. (13.3)

Relatiile (13.2 — 3) exprima deci reperul Darboux in functie de cel Frenet:

T 1 0 0 T
Ng | =1 0 sinf —cosf N (13.4)
N 0 cosf sinf B

ceea ce conduce la primul set de ecuatii de migcare:

d T 0 k 0 T
o Ny | = —ksin® cosf(r+0") sinf(r+0) N (13.5)
S\ N —kcos® —sinf(r+6") cosb(r+¢) B
Dar, putem inversa relatiile (13.4):
T 1 0 0 T
N | = 0 sinf cosf Ny . (13.6)
B 0 —cosf sind N

/A4
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Obtinem deci:

d T 0 ksinf  kcos6
— s | = —ksiné 0 T+
ds \ N —kcos® —(t+0) 0
numite, bineinteles, ecuatiile Darbouz ale perechii (C,.S)
Renotam:
-ky = ksinf si o numim curbura geodezicd,
-k, = kcos#,

-Tg =T+ 0’ §i 0 numim torsiunea geodezicd.

2&2 ~
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(13.7)

Propozitia 13.2 k, este tocmai curbura normald kp(sy cu P(s) punctul generic pe curba data.

Demonstratie Din a treia ecuatie (13.5) avem:

dN

kp=—< —,T>.
n <d87 >
Cum < T, N >= 0 rezulta:
- dT d*F
kn=<—,N>=< —,N >
" ds’ ds?’

si comparand cu relatiile (9.11) rezulta:

deoarece T'(s) este versor. Avem deci concluzia. 0O

Cazurile de egalitate pentru inegalitatea precedenta sunt precizate de:

Prin urmare putem scrie ecuatiile Darboux:

T 0 kg kn T

d
s Ny | =1 —ks 0 7 Ny
N —kn —14 O N

SEMINAR 13

S13.1.
Rezolvare .
S13.2 .
Rezolvare .
S13.3 .
Rezolvare .
S13.4 .
Rezolvare .
S13.5 .
Rezolvare .
S13.6 .
Rezolvare .
S13.7 .

Rezolvare .



Cursul 14
Geodezice

Fie suprafata S : 7 = 7#(u,v) = #(ul,u?) = #(u?), (u') = (u!,u?) € U C R% Deci in orice punct al lui

S avem reperul Gauss {P(F) : 71,72, N}. Reamintim formula Gauss:
Tij = Fi-cjfk + bij]\_f (FG)
unde b = (b;;) este forma a doua fundamentald iar I' sunt simbolii Christoffel:

Ffj _ %gk“ (3gaj 0ia 39@') ‘

out ow  Ous

Avem ci g = (g;j) este forma intiia fundamentald a lui S iar g1 = (g%) este inversa matricii g.

Fixam o curba C pe S datd de C : u' = u'(t),t € I C R. Deci:

C:7o(t) = F(ul(t)),t € 1. (14.1)

Definitia 14.1 Curba C' se numeste geodezicd a lui S dacd pentru orice t € I avem:

ro(t) | N(re(t)) (@)

adica in orice punct P al curbei C' vectorul acceleratie 7¢(P) este perpendicular pe planul tangent
TpS.

Interpretare fizicd Rezulta ca pentru un ”locuitor” al lui S curba C nu are acceleratie; altfel spus
o particula cu traiectoria C' se misca cu viteza constanta de-a lungul lui C' pe S.

Reamintim gi Legea a II-a a dinamicii newtoniene: Forta = masa inmultota cu acceleratia, F' = ma.
Deci a = 0 este echivalent cu absenta fortei. In concluzie, un punct material in migcare libera (fara
forte) sau actionat de o forta perpendiculara mereu pe S are ca traiectorie o geodezica a lui S.

Observatia 14.2 Daci S contine dreapta d atunci, cum 7 este nul pentru o dreapti, rezultd ci
d este geodezica pe S. Prin urmare, dreptele sunt geodezice ale planului euclidian gi mai general, ale
oricarei suprafete riglate !

Sa deducem ecuatiile geodezicelor. Din (13.1) avem:
Fe(t) = ri(u! (1)) (t), (14.2)

Fo(t) = Fig(u® (0)d’ (6 () + r(u® ()i (¢). (14.3)

Introducand ecuatiile Gauss in (13.3) avem:
Fo(t) = (iF(t) + THa (60 (£)7e(u® (1)) + biy N (14.3)
si deci avem:

A7
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Teorema 14.3 Sistemul diferential al geodezicelor este:

P () + TF (ue ()il (£)id (t) = 0 (SQ)
o i (t) + T (ut(t)a ()i (t) = 0 (14.4)
2(t) + D2 (u(t)al (e (t) = 0 '

Consecinte remarcabile 14.4
1. Din expresia simbolilor Christoffel rezulta ca teoria geodezicelor apartine geometriei intrinseci a
lui S. Altfel spus, geodezicele sunt obiecte intrinseci ale lui .S.
2. Sistemul (SG) este neliniar deci rezolvarea lui explicita este foarte dificila sau chiar imposibila.
3. Stim de la Cursul de Ecuatii Diferentiale ca problema Cauchy are solutie unica. Avem deci:

Teorema 14.5 Fie punctul Po(ub) € S fizat si vectorul tangent V € Tp,S cu ||V|| = 1. Atunci
exista € = €(Pp, V') > 0 gi 0 unica geodezica C, ¢ : (—e,e) — S parametrizata canonic gi satisfacind
datelor initiale:

1) C(0) = B,
2) 7c(0) =V.

S4 studiem simbolii Christoffel. Ei sunt in numar de 23 = 8 dar avem o simetrie ce reduce numarul
lor. Astfel, din simetria g;; = g;; a formei I-a fundamentale rezulta:

Iy =Th (14.5)

ceea ce reduce numarul lor la 6 esentiali: F}],FQ cu (4,7) € {(1,1),(1,2),(2,2)}.
Exemplul 14.6 (Planul) Stim ca dreptele din plan, parametrizate constant ( ), sunt geodezice. In
fapt, acestea sunt toate. In adevir, putem considera planul ca fiind 20y deci 7(u’) = (u', u?,0), (u’) €

U = R2% Avem atunci g;; = 6;; si deci I' = 0. Sistemul geodezicelor devine i’ = 0 cu solutia unica
u'(s) = ul) + svi. Acestea sunt dreptele ce trec prin Py(ud,ud) si au versorul director V = (v{, v3).

Un rezultat foarte important, ce apare ca rescriere a Interpretarii fizice, este:

Teorema 14.7 Daca C : 7 = 7o(t),t € I C R este o geodezica pe S atunci functia t € I —
|7c(t)|| € R este constantd.

Demonstratie 4 [7c(t)[|> = 2 < 7 (t), 7o (t) >= 0 deoarece Fo(t) Lric(t). O

Corolarul 14.8 Fie C geodezica ¢ : (a,b) € R — S.
1. Fie ¢ : (d,e) — (a,b) o aplicatie neteda (C*°). Atunci p o C este geodezica daca $i numai dacd
exista numerele reale m, n asa incdat ¢(t) = mt + n. Deci singurele reparametrizari ce invariaza
caracterul de geodezicd sunt cele afine !
2. Presupunem cd aplicatia ¢ este difeomorfism de la (a,b) la C(a,b) C R3. Fie C : (d,e) — S
cu C(d,e) € C(a,b). Atunci C este geodezicd dacd si numai dacd functia t € (d,e) — ||C(t)| este
constanta.

Natura variationald a geodezicelor Pe S avem (u') coordonatele unui punct iar un vector tangent
oarecare are coordonatele (v'). Reamintim c& multimea T'S = UpcsTpS se numeste fibratul tangent
al lui S si un element al sau are coordonatele (u’,v*). O functie L : T'S — R se numeste Lagrangian
daca este neteda admitand cid stim faptul ca pe T'S se poate face uin calcul diferential analog celui
de pe S, variind doar dimensiunea: dimS = 2, dimT'S = 4. Unui Lagrangian i se asociaza ecuatiile
Euler-Lagrange:

_ d (0LY _ oL _
Ei(L) =& (av,-) — 50 =0} (EL)

Rezultatul fundamental al acestei teorii este faptul ca geodezicele sunt solutiile sistemului Euler-
Lagrange pentru Lagrangianul Energie al metricii g:

Blg) = Sois(u)iv? (Eg)
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iar in (EL) vom considera v’ = 7!. Teorema 13.7 de parametrizare constanti a geodezicelor se reduce
in acest cadru la Conservarea energiei: E(g) este integrala prima pentru sistemul Euler-Lagrange si
drept consecinta reduce cu 1 numarul ecuatiilor ce sunt necesare a fi studiate !

De asemeni, daci forma a I-a fundamentald nu depinde de variabila u’ cui € {1, 2} atunci sistemul
diferential Euler-Lagrange admite integrala prima % = gij(u)v/=constant !

Exemplul 14.9 (Semiplanul superior) Modelul Poincaré al geometriei hiperbolice are ca suport
urmitoarea varietate 2-dimensionald (care nu se poate realiza ca suprafata) H? = {(u',u?) € R? :

u? > 0} inzestrati cu metrica:
1

gn = (w2 [(clul)2 + (du2)2] ) (14.6)
Energia acestei metrici este deci:
_ 1 1,2 22
E(gn) = Q(UQ)Q[(U )7+ (v7)7] (14.7)
cu ecuatiile Euler-Lagrange:
di vl
El(E(gh)):E[(uz)z} =0 14.8
EoAE _dr v -1 1\2 2)21 — ()
2(E(gn)) = dt[(u2)2} (u2)3[(v )<+ (v9) ] =

Din prima ecuatie avem integrala prima:

ut = Cy(u?)? (14.9)
cu C; numir real arbitrar. In ecuatia a doua dupa efectuarea derivarii si eliminarea numitorului
comun (u?)? avem:

i2u? — 2(u%)? + C3(u®)* + (12)* =0 (14.10)
adica:
ii2u? — (02 + C3(uH)* =0 (14.11)
Impértim prin (u?)%:
Wu? — (u)? 2(,2\2
2)2 +Ci(u)*=0 (14.12)
echivalent: )
d (u
2 Ciit =0 14.13
dt <u2> e ( )
care se integreaza:
-2
U
=+ Ciu' = Cs. (14.14)
Inmultim ultima ecuatie cu (u?)?:
w*u? + Crut (u?)? = Cy(u?)? (14.13)

Vom scoate (u?)? din integrala prima (14.9) si aici discutia se imparte in doud cazuri:

a) O1 = 0; rezulta din (14.9) c& 4! = 0, deci u' = constant = u(l) sunt geodezice. Acestea sunt drepte
perpendiculare pe axa Ozx.

b) Cy # 0. Revenind la (14.13) avem:

w?i? +utiat = 224} (14.14)

adica:
2.9 1

w i +at (vt —ud) = (14.15)
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unde u(l) = g—f Ultima ecuatie se integreaza:
(u?)? 4 (ut —ul)?> =C5 >0 (14.16)

care este un cerc cu centrul pe axa Oz in xg = u(l).

In concluzie, toate geodezicele lui (H?, gp) sunt:
1) semidrepte perpendiculare pe Ox situate in semiplanul superior,
2) semicercuri cu centrul pe Oz situate in semiplanul superior.

Sa prezentam o a doua metoda, cea care face apel la integrala Energiei si care inlocuieste calculele
de dupa (14.9). Avem deci:
()2 + (i®)? =1- (u?)? (14.17)

deci vom considera geodezice cu parametrizarea canonica. Folosind (14.9) cu C; # 0 avem:

(du')?  (du?®)?  du!

= 14.18
@? " @z " ot (14.18)
si multiplicam cu % (deci consideram doar geodezice cu u' neconstant):
du®\? dt 1
1 /) = = . 14.19
+ (dul) Crdut  C%(u?)? ( )

Tnmul@im aceastd ecuatie cu (u?)? si notam 1/C? cu R%. Rezulta:
du?
2
<u ul) = R? — (u?)?

adica:

si integrand aceasta ultima relatie avem:

—+/R2 — (u2)2 —— —u(l)

ceea ce coincide cu (14.16) pentru R? = C3 > 0.

Exemplul 14.10 (Suprafete de rotatie). Fie S o suprafata de rotatie avand pe Oz ca axa
de rotatie. Deci curba meridian este Cy, : 7(u) = (¢(u),1(u)) in planul zOz. Reamintim forma I-a
fundamentala:

g9 =[(¢")7 + (W)*)(du)? + *(dv)*. (14.20)

Vom presupune ca C,, este parametrizata canonic; deci (¢')? + (¢/)? = 1. Energia acestei metrici
este:

Blg) = 50" + ¢ () () (14.21)
cu ecuatiile Euler-Lagrange:
Ev(E(9)) = $0] — o(ud)g!(ul)(02)? = 0
{E2<E<g>> — L2’ =0 (1422

Din a doua ecuatie obtinem integrala prima Clairaut:

©*(ul)u? = constant. (14.23)
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Rezulta ca toate curbele meridian C, 2 parametrizate constant (u! = v! =const) deci cu u? =

constant = u} sunt geodezice. Curbele paralele u! = constant = u} sunt geodezice daci si numai
dacd ¢'(uf) =0'!

Exemplul 14.11 (Cilindrul circular drept) Avem ¢ = constant = R, ¢(u) = u. Se verifica
imediat faptul ca C,, este parametrizata canonic. Avem integrala primé Clairaut R?4? = constant,
deci w? = constant = ag si deci putem mtegra u? = aot + bg Cum ¢’ = 0 prima ecuatie (14.19) se
reduce la ii' = 0 care se integreaza complet: u' = ait + by. In concluzie , geodezicele cilindrului sunt:

C :7(t) = (Rcos(ait + by), Rsin(ait + b1), ast + ba). (14.24)

Daca as = 0 obtinem cercul paralel z = bs = const. Daca a; = 0 obtinem generatoarea ce trece prin
punctul (Rcos(by), Rsin(by),bs). Pentru a; # 0 obtinem o elice deoarece 7 are a treia componenta
constant egala cu by !

SEMINARUL 14

S14.1 Se dau numerele reale a, b si suprafata S cu parametrizarea globala (R?, y):
o(ul,u?) = (a(u! +u?),b(u! —u?), u'u?).
S& se arate ca liniile (curbele) de coordonate pe S sunt geodezice.
Rezolvare Avem: ¢;(ut,u?) = (a,b,u?), p2(ut,u?) = (a, —b,u') si deci:
E =a®+ b + (u?)?

F=a%-0>+ulu?
G =a%+ b+ (u?)2

Energia metricii g va fi:
1 1
E(g9) = 5{[(12 + 0% 4 (u®)H ()2} + [a® — b + u'u?]ole® + 5{[@2 + 0% 4 (u')?]} (0?)?

si obtinem ecuatiile Euler-Lagrange:

%{[Cﬂ +b2 ( )2]1}1 + (a2 o b2 +u1u2)v2} [u2vlv2 vy ( 2)2]

%{(a2 — b2 +utu?)ol + [a? + 02 + (uh)?]?} — [uP(v!)? + ulvle?].
Efectuand calculele obtinem:

2utvto? 4 ( + ulu )vl + [a + b2+ (u )2]7)2

Fie curba C : v = const, adicd (ul(t) = u{ + &,u?(t) = ud). Avem deci (v! ( ) = 1,03%(t) =
sunt satisfacute ultimele ecuatii. Analog pentru C : u = const adica (ul(t) = u}, u?(t) = ud + ¢
(vi(t) = 0,v%(t) = 1).

S14.2 Sa se studieze geodezicele elicoidului.

Rezolvare Avem metrica: g = £[du® + (u? + h?)dv?] deci energia:

:(U1)2 1,2 Q@Zi’j 2 Qﬁ
E(9) 5 + [(u")* + h?] 5 24—(u +h)2.

Ecuatiile Euler-Lagrange sunt:

{ Ei(E(g)) = % —ui? =0
By(E(g)) = gl(w? + h?)o] = 0.
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Prin urmare, a doua ecuatie Euler-Lagrange genereaza integrala prima:
(u* + h?)0 = Cy.
S14.3 Si se studieze geodezicele lui S = R? \ {O} cu metrica euclidiani folosind coordonatele

polare.

Rezolvare Sa aflam mai intai expresia metricii euclidiene in coordonate polare. Din:

x = rcosb
y =tsin6

rezulta:
{ dx = drcos 6 — rsin 6d6

dy = drsinf + r cos 0df

si deci avem metrica:
g = dz® + dy? = dr* + r*dp*

cu energia:

Ecuatiile Euler-Lagrange sunt:

{ BEen =% 102 =0
Ex(E(g)) = 116 = 0.

Din a doua ecuatie avem integrala prima:
7“29 = Cl.
Pentru ¢y = 0 adica 6 = const obtinem dreptele prin originea O !

S14.4 Sa se studieze geodezicele unei metrici warped i.e. a unei metrici de tipul:

g(r,0) = dr* + G(r)dh>.
Rezolvare Avem:

cu ecuatiile Euler-Lagrange: . '
Ey(E(g) = % — §(6)* =0
Ey(E
a:

Din a doua ecuatie avem integrala prim

G(r)f = C.

2. vezi exercitiul 8.6.

Exemple: 1) R?\ {O} cu metrica euclidiana in coordonate polare, G(r) = r
2) elicoidul, G(r) = r? + h.
3) suprafete de rotatie cu curba meridian parametrizati canonic, G(r) = ¢?(r). Astfel, sfera S(O, R)

are ¢(u) = Rcosu.

Vom deduce acum o alta ecuatie diferentiala pentru geodezice diferite de curbele u=constant.

Avem: J g 1 )
v v )
= 14.2
du dt dv g (14.25)

v d [ 1d (v 1w —ou 1. o .
_—— —_ = —_—— —_ = - = —0U — —U.
du?  du \ @ % dt \ u a e e

respectiv:
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Inlocuim i si ¥ cu expresia corespunzatoare din sistemul diferential al geodezicelor:

d? 1 ;
dT;; == (~T202 — 20200 — T3y0?) — % (~T} 02 — 20 yii — Thyd?)
adica, folosind (14.25):

d*v 1 [ dv 5 1 9 dv\? 1 9 dv 9
TE I'29 T + (2l — ') Tu + (T — 2F12)% -I'yy =0 (14.26)

care este noua ecuatie diferentiald a geodezicelor.

Exemplu Planul Poincaré are coeficientii Christoffel:

()-(1) Gi)-(v) G)-(8) o

Atunci ecuatia (14.26) devine:

care se poate scrie:
v + (V) = —1.

Ultima ecuaatie se integreaza in raport cu variabila u:
v’ =ug —u
si deci:
(u — ug) + (vv') = 0.
Si aceasta ecuatie se integreaza:
%(u — uo)2 + %Q}Q = %R?

Reobtinem astfel semicercurile cu centrul (ug,0) pe axa Ox.
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Cursul 15

Conexiuni liniare

Fixam M™ o varietate diferentiabild neteda de dimensiune n € N*.

Definitia 15.1 i) Numim coneziune liniard pe M o aplicatie V : Z'(M)x Z (M), (X,Y) - VxY
cu proprietatile:
CL1) este C°°(M)-liniara in primul argument: Vyx v 2 = fVxY 4+ gVy Z,
CL2) este R-liniara in al doilea argument: Vx(aY + Z) = aVxY + VxZ,
CL3) satisface identitatea Leibniz in al doilea argument: Vx(fY) = X(f)Y + fVxY,
pentru orice a, B € R, f,g € C°(M) si orice X,Y,Z € Z'(M).
ii) Pentru X € 2 (M) fixat aplicatia Vx : 2 (M) — Z(M), Y — VxY se numeste derivata
covariantd relativ la X. Dacad VxY = 0 spunem ca Y este V-covariant constant in raport cu X.
Daca VxY = 0 pentru orice X € 2 (M) spunem ca Y este un camp vectorial V-paralel sau V-
covariant constant. Daca V este explicita din context nu mai scriem litera V la aceste notiuni.

Observatia 15.2 a) Fie campul vectorial nul 0 € 2 (M); avem VX = Vx0 = 0 pentru orice
XeZ(M).
b) Din conditia CL3 avem ca aplicatia V nu este camp tensorial de tip (1, 2); pentru acest fapt ar fi
trebuit conditia: Vx(fY) = fVxY ie. C°°(M)-liniaritatea si in al doilea argument.
c¢) Se arata imediat ca aplicatia V este locald in ambele argumnete i.e. dat punctul p € M vectorul
VxY(p) € T,M depinde doar de X (p) € T,M si de valorile lui Y pe o vecinitate a lui p. Prin urmare,
pentru un deschis U C M si X, Y € 2(U) avem ca VxY € Z2°(U)

Propozitia 15.3 Exista conexiuni liniare pe M.

Demonstratie Se utilizeaza partitia unitatii asociata unui atlas dat pe M precum si faptul ca
exista o conexiune liniara pe deschisii lui R". In adevar, fie deschisul U C R"™; atunci X,Y € 2°(U)
au expresia bf globald: X = X? 6‘;, Y = Yj%. Atunci se verifica imediat ca plicatia (X,Y) —
DxY := X(Yj)% este o conexiune liniara pe U. O

Definitia 15.4 Conexiunea D introdusa anterior o numim coneziunea euclidiand pe U.

In cele ce urmeazd vom da o explicatie a denumirii acestei notiuni foarte importanta din geometria
varietatilor diferentiabile. Fie v : I € R — M o curba netedd pe M. Aplicatia neteda V : I —
TM o numim cdmp vectorial de-a lungul lui v daca V(t) € T, M pentru orice t € I. Fie 27(7)
multimea acestor aplicatii. 2 () este nevida deoarece campul vectorial tangent v apartine lui 2 (7).
Exprimarea locala: fie harta locala h = (U, x!,....,2") cu U N~(I) # 0. Pe deschisul U N~(I) avem
ecuat;iile. curbei v: 2" = 2'(t), t € I, 1 < i < n. Atunci: 7/(t) = iz(t)%\v(t) € TyyM unde
it = % = (2') este derivata ordinara a functiei netede z°. 2°(v) este C°°(M)-modul deoarece
Ve Z(M)si fe C®M)implica fV € Z(M). Dat Y € 2 (M) oarecare avem restrictia la y
anume Y|, € 2°(y). Dam urmatorul rezultat fara demonstratie:

Propozitia 15.5 Fie coneriunea liniarda V si curba netedd . Atunci existd o aplicatie % :
Z () = Z' () unica relativ la proprietatile urmdatoare:

rd=
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DC1) B(Vv+W)=2v+Bw, DC2) Z(fV)=fV+fov
DC3) daci V € 2 (v) este restrictia i Y € 2 (M) atunci: (2V)(t) = VY (7(t)). Expresia din
membrul drept este in acord cu proprietatea lui V de a fi local; a se vedea Obseravtia 15.2¢).

Definitia 15.6 Aplicatia % o numim derivata covariantd indusd de V de-a lungul lui . Campul

V € Z' () il numim paralel de-a lungul lui vy daca %V =0.

Observatia 15.7 Propozitia precedenta spune ca CZ este un operator R-liniar ce nu este C>°(M)-

liniar! Multimea campurilor paralele de-a lungul lui v este K er( 7 )=R-subspatiu vectorial in X(7y).

Propozitia 15.8 Fie conexiunea liniard V i curba netedd . Fixam to € I si vectorul tangent
Vo € TyuoyM. Atunci exista un unic camp V € Z () ce este paralel de-a lungul lui v si satisface
V(to) = V.

Demonstratie Rezulta direct din existenta si unicitatea solutiei pentru Problema Cauchy. O

Definitia 15.9 Campul paralel V' € 27() dat de rezultatul precedent se numeste transportul
paralel al lui Vo de-a lungul lui v indus de coneziunea liniara V.

Observattia 15.10 Propozitia precdenta spune ca aplicatia Pg Ker( i) = TyayM, V= Wy
este bijectie! Dar P; este operator R-liniar si deci P; este izomorfism R- hmar Consecinte:
i) dimKer(Q) = dimT,, )M = n,
i) aplicatia Py, , : Ty)M — Ty )M, Py, = Pyl o (P]%)*1 este izomorfism de spatii vectoriale reale
fiind o compunere de izomorfisme liniare.

Definitia 15.11 Izomorfismul Pt’(y),t | se numeste transportul paralel de-a lungul lui vy de la to la t
indus de conexiunea liniara V.

Dat vectorul tangent v € T, )M avem ci P; , (v) € Ty,)M se obtine considerand cdmpul

paralel (P)"~ ! (v) € Z'(7) si luand valoarea acestui camp la momentul ¢;.
Propm'etd;ilale transportului paralel:

TPI) (PI;Z) tl) = Ptz,to’ TP2> th ty © Tto t1 P% 27

TP3) conexiunea liniara V se poate reconstitui din transportul paralel. Fie punctul p € M fixat si

X,)Y € Z(M) cu X(p) #0. Fie v: (—e,e) = M curba integrala a lui X cu v(0) = p. Atunci:
1
VY (p) = lim  (Plo(Y (v(1)) = Y (p)) (15.1)

In cele ce urmeazi prezentam expresia locala a unei conexiuni locale, posibild datorita Observatiei
15.2c). Fie deci harta locala h = (U, z!,...,2") si baza {3%1,..., %} a lui Z°(U). Cum campul

vectorial V o % € Z'(U) rezulta ca se descompune in baza data: deci exista un set de functii
oz

netede I‘fj € C*(U) pentru toti indicii ¢, j, k € {1,...,n} asa incat:

0 _ i D

Vo —
227 07 9 0xk

(15.2)

relatie ce da expresia locala a lui V.

Definitia 15.12 Functiile netede I'., se numesc coeficientii de cone:m’une in harta data.
Fie acum X,Y € 2 (U) oarecare. Avem X = X' 81 siY = YJ . Rezulta:

) [oYyJ o 9 R,
Yy = X° yJ =X | 4 ThylI | = XY 15.
Vx v 507 < 8m3> [(%N 01 U gk " Ot (15.3)
unde: N
oY
Y = rk Y7, 15.4
5T ax] ( 5 )

Uneori, pentru simplificarea scrierii se utilizeaza notatia Yg = % si deci:
b

YVi=YF+ThY/ (15.5)
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ceea ce spune ca V apare ca o deformare a derivarii uzuale (partiale) avand caracter geometric!

Putem scrie acum problema Cauchy a transportului paralel: X = ~/(t) = @%(t) Bii siYy=V=

Vi(t) 88] este vectorul necunoscut. Avem pentru orice k € {1,...,n}:
i i ovk ; dv* i ;
0=XYF=i'(t) |50 + T OV ()| = —— () + T (v (1) () V(1) (15.6)

la care adaugim conditia initiala: V¥(tg) = V.
SEMINAR 15

S15.1 Pe deschisul U C R? se da conexiunea liniara V avand nenuli doar coeficientii:

5 ) 3

! - < R
11(z,y) 2176 22 v2 by 14

(deci U este planul R? fara punctele (—3, —4), (=3, —1), (2, —4), (2, —1)) si curba v(¢) = (t3,t +1). Se
considera vectorul tangent Vp = (5,2) € T,U cu p = (0,1). Se cere vectorul tangent in ¢ = (1,2) ob
tinut prin transportul paralel al lui V de-a lungul lui v

Rezolvare Avem p = v(0), ¢ = (1) si problema Cauchy:

dVv? 3

dv? 5 N+
(t+1)2+5(t+1)+4

(t2)2 +t2 -6

2tV(t) =0, 1-V3t)=0

o (@)

cu data initiala (V1(0) = 5,V2(0) = 2). Prin integrare, cu functia logaritm, obtinem:

t* 43 t+5
Vi) = V3(t) =b——
W=ag—p V=t
cu a, b constante ce vor fi determinate din conditia initiala: —a% =5, b% = 2. In concluzie:
10t% +3 4t45
Vi) =—"—5—=, V3t
®) 32 -2 ) = 5¢+2
: 3. _ (40 8
si deci: V(1) = (%, %)
S15.2 Pe varietatea M se dau k > 2 conexiuni liniare V!, ..., V¥ si functiile fi, ..., fr € C°(M)

asa incat: fi + ...+ fr = A. Definim: V = fiV! 4+ ... + £, V¥. Si se arate ca:
i) daca A = 1 atunci V este conexiune liniarg,
ii) daca A\ = 0 atunci V este camp tensorial de tip (1,2).

Rezolvare i) Se verifica definitia. ii) Se verificd C*°-biliniaritatea.
S15.3 Pe U = R? \ {O} se d& conexiunea euclidiani D. Se cer VY si Vy X pentru:

0 0 x 0 yo
X = —y— y=-*9
Bx—HUay r8x+r8y

unde 7 este raza polara: r = y/x2 + y2.
Rezolvare VXY = X(Yl)a% + X(YQ)a%. Avem:

X0 = (2) = () o (2) =4 o= (2) -

de unde rezulta: VxY = 1X. Analog: VyX = Y(Xl)a% + Y(Xz)a% cu:

(15.7)

v(xh=-24 y(x)==2
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ceea ce da: Vy X = %X.
S15.4 .
Rezolvare .
S15.5 .
Rezolvare .
S15.6 .
Rezolvare .
S15.7 .

Rezolvare .



Cursul 16

Torsiunea si curbura unei conexiuni
liniare

Fixam conexiunea liniara V pe varietatea neteda M™. Introducem doua campuri tensoriale remarca-
bile asociate lui V:

Propozitia 16.1 Aplicatia T : 2 (M) x Z (M) — Z (M) data de:
T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y] (16.1)

este un camp tensorial de tip (1,2) pe M.

Demonstratia Trebuie verificatd C°°(M )-biliniaritatea lui 7. Dar observam ca T este antisi-
metrica:
T(X,Y)=-T(Y,X) (16.2)

si prin urmare e suficient de aratat C'°°(M)-liniaritatea in al doilea argument:

T(X, fY)=Vx(fY)=Vi X-[X, fY] = X(/)Y +[-VxY - fUy X=X(f)Y - fIX,Y] = fT(X,Y)
(16.3)

si deci avem concluzia ceruta. O
Definitia 16.2 Campul tensorial T € ;! (M) se numeste campul tensorial de torsiune al lui V.
Pe scurt, il numim torsiunea lui V.

Pentru expresia locala a lui T fie harta locald h = (U,z!,...,2™) in care V are coeficientii de
conexiune Ffj Componentele lui T' in aceasta harta le notam:

o 0 0
T, | =T~ 16.4
<8:c” 8:1:’) Y Ok (164)
astfel c& pentru X,Y € 2 (M) cu expresiile X = X* 8‘;, Y = Yj% avem:
T(X,Y) = TEXYI 2 16.5
(X.¥) = ThxvI (16.5)

Functiile TZ]; sunt netede i.e. TZ]; € C*(U) pentru orice i, j, k € {1,...,n}. Expresia lor rezulta imediat
din:

0 0 0 o 0 0 0 0
Tk = — - _ | 2=k 2 1k 2 o= (% _Tk)
Y ozt vaii oxd V% ozt [8362’ 8xﬂ} Y oxk T Oxk 0 ( K ”) Ok

ceea ce da:
TS =T} —T%. (16.6)

Aceasta expresie conduce la urméatorul tip de conexiune liniara:

70
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Definitia 16.3 V se numeste conexiune simetrica daca T = 0 i.e. Ffj = F;“Z

Avand expresia locala (16.6) putem proba caracterul tensorial al lui 7" gi prin comportarea la
schimbari de harti locale (U,z%) — (U, z") de forma:

=7t ., 2") = () (16.7)

i . 7 STV i
cu rangul matricii Jacobiene rank (i—a) = n ceea ce implica existenta functiilor inverse:

z =%z, ..., 3") = 2%(3). (16.8)
Schimbarea bazei canonice a lui 2 (U), aga — 821' este:
0 0z® 0

. = A 16.9

ozt 0z Jx® (16.9)

deoarece a(za sunt componentele unui caimp vectorial=camp tensorial de tip (1,0). Pentru schimbarea

coeficientilor de conexiune avem:

8 =~k 3 =~k 8330 8
=L =i 16.1
Vo2 55 = Viigek = Ui gk gge (16.10)
cu:
0 ozt 0 oz [ 9%xb 0 oxb 92z Az 9zb\ 0
=V | == | == | m—=———+ =Ty = | ===+ T === )
V% o) v?m <8§:J 896’7) ozt [(%Jﬁxa Oxb + 0xJ ab] <8§71892] ab g 85]) oxc
(16.11)

Comparand ultimele doua relatii avem formula de schimbare a coeficientilor de conexiune la o schim-
bare de harti:
-, Oz° 0?z° oz OxP
k c
gk~ 070 | o o5 (16.12)
iar prezenta derivatei partiale de ordinul doi din membrul drept arata faptul ca V nu este camp
tensorial de tip (1,2) agsa cum s-a remarcat in Observatia 15.2b)! In schimb, prin scaderea a doua
relatii (16.12) cu a doua avand rolul i <+ j obtinem:
- O0x° 0z Ox? ox® Oxb
kY _ pec Y YV e YV
Tigar = Loz oz ~Tav oz oz (16.13)

In ultimul termen din membrul stang facem a < b si rezulta:

~, 0x°€ dx® Ozt
Tk
ok ab 0zt 0%J (16.14)
sau Inca: . )
~ 7 a
. 0TF 02 Ox (16.15)

Y 0xc 0% 039
ceea ce probeaza caracterul tensorial de tip (1,2) al lui 7'

Propozitia 16.4 Pe varietatea M exista conexiuni liniare simetrice.

Demonstratie Am aratat in Cursul precedent cd pe M exista macar o conexiune liniara V. Fie
atunci aplicatia V : Z'(M) x Z (M) — 2 (M) data de:

~ 1
Tov-lr (16.16)

cu T torsiunea lui V. Un calcul imediat arata ca si V este conexiune liniara. Vrem torsiunea sa:

N 1 1
T(X.Y)=VxY = 2 (VxY = VyX = [X,Y]) = VyX + 2 (VyX = ViV — [V.X]) - [X,Y] =0
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ceea ce da concluzia. De altfel, putem calcula coeficintii conexiunii V:

P R B o 0 1 B
0 g, 0 g, 0 g0 0, (o L) 0
Y Ok vaii Ozl vaii Ozd (6:3“ axﬂ) ( Y2 ”) ozk
si deci:
~ 1 1
k _ 1k k k _ k k
Th=Th -5 (Fij + rﬂ) - > (Pij + Pji) (16.17)

ceea ce aratii din nou simetria lui V. O

Inspirati de formula (16.16) ne punem problema generala diferentei a doua conexiuni liniare:

Propozitia 16.5 i) Fie V gi V doud conexiuni liniare pe M. Atunci A =N —V este un camp
tensorial de tip (1,2) pe M. )
ii) Reciproc, dacd V este o coneziune liniard si A € TH(M) atunci V =V + A este tot o coneziune
liniara.

Demonstratie i) Trebuie verificatda C'°°(M)-biliniaritatea lui A. Avem:

{ A(fX,)Y) =VixY —V;xY = fVxY — fVxY = fA(X,Y)
AX, fY) =Vx(fY) = Vx(fY) = X(/)Y + fVxY - X(f)Y — fVxY = fA(X,Y).

ii) Se verifica imediat definitia din Cursul precedent. O

Introducem acum al doilea camp tensorial anuntat:

Propozitia 16.6 Aplicatia R: 2 (M) x Z' (M) x Z (M) — Z (M) data de:
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ — Vixy)Z (16.18)

este un camp tensorial de tip (1,3) pe M.

Demonstratie Trebuie verificatd C'°°(M)-liniaritatea in cele trei argumente. Avem antisimetria

in primele doua:
R(X,Y) =—-R(Y,X)- (16.19)

deci e suficient de verificat C°°(M )-liniaritatea in ultimele doua argumente.
R(X,fY)Z =Vx(fVyZ) = fVyVxZ - Vxpy+sxv)Z = X(f)VyZ + fR(X,Y)Z - X(f)VyZ

silafel R(X,Y)fZ=fR(X,Y)Z. O
Definitia 16.7 Campul tensorial R € Z3'(M) se numeste campul tensorial de curburd al lui V.
Pe scurt, il numim curburae lui V. Daca R = 0 spunem ca V este o conexiune plata.
Expresia locala a lui R este:
o 0 0 0
Rl—,— )| = =R})p— 16.19
(856” &’CJ) Ok ik ora ( )

si deci pentru campurile vectoriale X,Y, Z = Z ka%k avem:

R(X,Y)Z = R%L, XY Z*

: (16.20)

oz’

Functiile RY) sunt netede pe U si se determina din:

0 0 o ore.  ore o
d— =V Yb—1 -V u_Z ) — gk Zlik L pupe _pupe | _Z
l]kal‘a % ( 7’“&@“) % < zka:pu) ( Ot Oxd + 7k* iu ik ju) Oxl

adica:

a 8F?k . argk
kT g oxI

+ T TS, — T4, (16.21)
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Pentru a avea exmple de conexiuni plate introducem urmatorul tip de varietate:

Definitia 16.8 M se numeste varietate paralelizabila daca exista n campuri vectoriale X1, ..., X,
asa incat pentru orice p € M avem TpM = span{Xi(p),.. Xn(p)} i.e. {X1(p),..., X(p)} este baza in
T,M.

Exemple 16.9 i) M = S! cu X=campul vectorial tangent (unitar).

ii) Produsul de varietati paralelizabile este varietate paralelizabila. In particular, torul 7" = S' x
... x St (n factori) este paralelizabil.

iii) Singurele sfere paralelizabile sunt S°, S, S3 si S7 ce corespond multimii elementelor unitare in
algebrele reale normate cu diviziune: R, C, H=algebra cuaternionilor, O=algebra octonionilor.

iv) Orice varietate 3-dimensionala orientabild este paralelizabila.

Propozitia 16.10 Daca M este paralelizabild atunci exista pe M conexiuni plate.

Demostratie Fie Xi,...,X,, € 2 (M) date de definitie. Cosnideram VP cu V’)'ZTXj =0g
extinsd apoi prin C*°(M)-liniaritate:

VELix, (Y = 9 X;) = X(¢)X;. (16.22)
Se arata imediat ca VP este conexiune liniard pe M; se poate considera fiind analoagd conexiunii
euclidiene de pe R"™. Cum R este camp tensorial este suficient si aratam ca se anuleaza pe baza data:

R(X;, Xj) Xk = —Vx, x;) X

Dar [X;, X;] se descompune in aceasta baza si deci [X;, X;] = C}s Xy ceea ce conduce la R(X;, X)Xy, =
0. O

In ultima parte a acestui Curs extindem derivata covarianta indusa de V pe toata algebra tensoriala
alui M:
1) pe functii netede, V : Z (M) x C®(M) — C>®(M), (X, f) — X(f); local X(F) = X’g; si
observam ca aceasta extindere este universala adica nu depinde de V,
2) pe 1-forme, V : 2 (M) x QY (M) — QYM), (X,0) — Vx0. Deci pentru Y € 2 (M) avem
(Vx0)(Y) € C>*°(M) si vrem ca sa avem identitatea Leibniz:

Vx(0(Y)) = (Vx0)(Y) + 0(VxY) (16.23)

ceea ce conduce la definirea:
(Vx0)(Y):=Vx(0(Y)) —0(VxY). (16.24)

3) pe campuri tensoriale de tip (1,k) cu k > 1, V : 2 (M) x Z1(M) — ZH(M), (X,J) = VxJ cu
actiunea pe k campuri vectoriale:

k
(VxJ) (X1, ... Xi) = Vx(J(X1, ..., Xk)) — Z J(..VxXi...). (16.25)
i=1
In particular, pentru k = 1 avem:
(VxJ)Y =Vx(J(Y)) — J(VxY). (16.26)

4) pentru campuri tensorile de tip (0,k), V : 2 (M) x Z2(M) — ZHM), (X, g) — Vxg cu actiunea
pe k campuri vectoriale:

k

(Vx9) (X1, o0 Xp) = X (9(X1, 000, X)) = D> 9(. VX Xin). (16.27)
=1

In particular, pentru k = 2 avem:

(Vxg)(Y, Z) = X(9(Y, 2)) = g(VxY, Z) = g(Y,Vx Z). (16.28)
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S16.1 Consideram conexiunea liniara V si fie {E1, ..., B, } o baza locala lui 2" (M) pe deschisul
U C M. Fie {w!,...,w"} co-baza duali i.e. w'(E;) = 6; Daca X,Y € Z(U) atunci definim:

VxE; =wi(X)E;, T(X,Y)=T'(X,Y)E;, R(X,Y)E; =R/(X,Y)E; (16.29)

Sa se arate ca:

i) w;- sunt 1-forme, numite formele de conezxiune ale lui V pe U,

ii) T% sunt 2-forme, numite formele de torsiune ale lui V pe U,

iii) R; sunt 2-forme, numite formele de curbura ale lui V pe U,

iv) toate aceste 1 si 2-forme satisfac ecuatiile de structurd ale lui Cartan:

. ) 1 . ) ) 1_.
dw’—i—w,@/\wk:iT’, dw;+w,gAw§?=§R;. (16.30)

Se cere torsiunea pe baza datda {E;} in functie de constantele de structura {cfj} € C*(U) date de:
[E;, Ej] = ¢}, Ey..

Rezolvare Verificari imediate. Din: Vg, E; = cu;? (E;)E); rezulta:

TH(E;, Ej) = W} (E;) — wi(Ej) — cf; (16.31)
relatia ceruta pentru torsiune.

$16.2 In ipotezele problemei precedente presupunem ca V este simetricad. Sa se arate ca pentru
orice § € QY(M) avem:

1
do = iw’f AVE,0 (16.32)

deci putem exprima diferentiala exterioard cu ajutorul unei conexiuni simetrice date.

Rezolvare Presupunem 6 = 0*E,,. Avem:

(Vg 0)(E)) = Ei(0;) — wj(Ei)by (16.33)

si deci:

(W* AV E0)(Ei, E)) = (VE,0)(E;) — (Vg,0)(E;) = Ei(6;) — Ej(6;) — (w}(E;) — wi(Ej)) bu.

Din (16.31) rezulta ca ultima paranteza din membrul drept este cj;. Avem si:
200(E,, Ej) = Ei(0;) — By (6;) — ci0, (16.34)

de unde rezulta (16.32).

S16.3 Fie f,g € C®(M) si conexiunile liniare V si V. Atunci V := fV + gV este conexiune
liniara daca si numai daca f 4+ g = 1.

Rezolvare Verificari imediate.

S16.4 Daca g € 7(M) este o metrica Riemanniani atunci conexiunea Levi-Cita este data global
prin formula Koszul:

(16.35)
Caz particular: {Eq, ..., E,} este o baza locala ortonormata.

Rezolvare Procedeul Christoffel. Pentru cazul particular dat avem:

29(Vp,Ej, Ey) = k5 — ¢y + ¢, (16.36)
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unde {c?} sunt constantele de structura.
S16.5 .
Rezolvare .
S16.6 .
Rezolvare .
S16.7 .

Rezolvare .
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Formule Ricci de comutare

Fixam conexiunea liniara V gi cAmpul vectorial Z € 2 (M). Avem atunci derivata covarianta VZ €
TH(M) definita prin VZ : 2°(M) — Z (M):

X - (VZ)(X) :=VxZ (17.1)
Continuim inci un pas de aplicare a lui V si obtinem V(VZ) = V2Z € Z'(M):
(X,Y) = V2Z(X,Y) = (Vx(V2)) (Y) = Vx((V2)Y) = (VZ)(VxY). (17:2)

Evident procesul se poate continua dar apar complicatii mari de calcul. Formulele Ricci de comutare
au ca obiect comutativitatea campului tensorial V2Z:

Propozitia 17.1 Avem formula Ricci de comutare:
(V2Z)(X,Y) = (V2Z)(Y,X) = R(X,Y)Z — Vrxy)Z. (17.3)
In particular, pentru V coneriune simetrica avem:
(V2Z)(X,Y) — (V*2)(Y,X) = R(X,Y)Z. (17.4)
Demonstratie Din (17.2) rezulta formula completa a derivatei covariante de ordinul doi:
(V2Z)(X,Y)=VxVyZ —Vv,vZ (17.5)
si deci:
(V2Z)(X,Y) = (V22)(Y,X) =VxVyZ = Vv wZ —VyVxZ+Vy,xZ = R(X,Y)Z = Vrxy)Z

ceea ce da concluzia. O

Sa exprimam local formula (17.3). Fie harta localda h = (U,z!,...,2") si expresia locald a
campurilor date: X = Xiaii, Y = Yj%, Z = Zk%. Conform relatiei (15.3) avem ca VZ =
Z;]de“ ® 8%’9 si deci V27 = K’;bdxa ® drb ® % unde:

0 o 0
zk, — = (V2 = | 17.6
ab Ok ( ) (axa 8xb> (17.6)

Cu formula (17.2) rezulta:

d d d d d d
Ziab gk = Vot ( o (6mb))_ o ( e axb) T Vo <Z;b8mk)_ Z(Ca ) = (Z%b%a _FabZ;U) dak

de unde avem:

Zhy =2, — Tz, (17.7)

QR
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Prin urmare, avem diferenta:
k k _ 7k k u u k
Z;ab - Z;ba - Z;b;a - Z;a;b - ( ab ba)Z;u'

Dar diferenta primilor doi termeni din membrul drept este R’;buZ“ si in concluzie avem exprimarea
locala formulei Ricci de comutare:

Zhy — 72, = Ry, 2" — T4 2k, (17.8)

abu
respectiv formula derivatei covariante de ordinul doi:

9
(V2Z)(X,Y) = zjgjww@. (17.9)
Pentru conexiune simetrica avem cazul particular al formulei (17.8):

Zhy — Zihy = REy, 2" (17.10)

abu

Incheiem acest Curs cu identitatile Bianchi. Acestea sunt valabile pentru orice conexiune dar pe
acest caz general au o expresie complicata si de aceea vom considera doar V simetrica:

Propozitia 17.2 Identitatile Bianchi pentru conexiunea simetrica V sunt:

Yoewtic REX,Y)Z = R(X,)Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0
cyete (17.11)
Demonstratie i) In identitatea dati de anularea torsiunii:
VyZ —-VzY =Y, Z] (17.12)
aplicam Vx si avem:

VxVyvZ —-VxVzY = Vx[Y, Z]. (17.13)

Sumam ciclic aceasta relatie si obtinem:
Y (RXY)Z+VixyZ) = Y Vz[X,Y] (17.14)

cyclic cyclic

adica:
Y RX,Y)Z=) (Vz[X,Y]-VxyZ)

cyclic cyclic
dar termenul din membrul drept este, aplicand (17.12), egal cu [Z, [X,Y]]. Prin urmare:
cyclic cyclic

datorita identitatii Jacobi in algebra Lie 2 (M).
ii) Derivata covarinatd a cAmpului tensorial de curbura R € 5! (M) este:

(VxR)(Y, Z)W = Vx(R(Y,Z)W) — R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y,Z)VxW  (17.15)

si dupa modelul anterior se ajunge din nou la identitatea Jacobi. O

Expresia locala a identitatilor Bianchi este:

{ Ry + Rjps + Rigy; =0 (17.16)

a a a J—
R + Ry + Ry = 0.
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S17.1 Fie conexiunile liniare V, V si campul tensorial diferents A :== V —V € TH(M). Se cer
diferentele:
i) T — T. Drept consecinti a rezultatului i) se cere multimea conexiunilor V ce au aceeasi torsiune
cu V.
ii) R — R cand T = 0. Caz particular: A este cAmp tensorial paralel in raport cu V i.e. VA = 0.

Rezolvare i) Avem imediat:
(T -T)(X,Y)=VxY —VyX —VxY + Vy X = A(X,Y) — A(Y, X). (17.17)

Multimea cerutd este multimea conexiunilor V avand pe A ca tensor simetric: A(X,Y) = A(Y, X)
pentru orice X,Y € 2 (M). ii) Avem:

R(X,Y)Z=Vx(VyZ+A(Y,Z)) - Vy(VxZ+ A(X,Z)) - Vixy1Z — A(X,Y],2)
adica:
(R—R)(X,Y)Z = A(X,VY Z)+VxA(Y, Z)+A(X,A(Y, 2))—A(Y,Vx Z)-Vy A(X, Z)-A(Y, A(X, Z))—
—A(VxY, Z)+A(Vy X, Z) = (Vx A) (Y, Z)—(Vy A) (X, Z)+A(X, A(Y, Z))— A(Y, A(X, Z)). (17.18)
Daci A este cAmp tensorial paralel relativ la V atunci:
(R— R)(X,Y)A = A(X,A(Y, Z)) — A(Y, A(X, Z)) (17.19)

si deci, in aceste conditii avem R = R daci si numai dacd A satisface ” comutativitatea”: A(X, A(Y, Z)) =
A(Y,A(X, Z)) pentru orice X,Y,Z € Z°(M).

S17.2 Fie conexiunea liniard V avand torsiunea T. Se definesc aplicatiile V¢, V® : 27 (M) x

(M) — Z (M) prin:

VY :=VyX +[X)Y], V°:=_(V+V'). (17.20)

N |

Se cere:

i) Aratati ca V! si V® sunt conexiuni liniare. V! se numeste transpusa lui V iar V¢ se cheami
conexiunea simetricd asociata lui V,

ii) torsiunile T gi T* respectiv (V)

iii) sd se arate cd V! = V (deci avem si V¥ = V) daci si numai daci T' = 0 i.e. conexiunea initiala
este simetrica.

Rezolvare i) Se verifica imediat definitia pentru V¢. Pentru V* aplicim exercitiul S15.2i).
i) THX,Y) = VLY - VEX —[X,Y] = Vy X - VL X = Vy X — (VxY +[X,Y]) = —T(X,Y). Pentru
V# avem:

T*(X,Y) == (VxY + VY = VyX - Vi X - [X,Y] - [X,Y]) = - (T+T")(X,Y) =0

1
2

N

ceea ce justificd numele. Avem: (VLY = Vi X + [X,Y] = (VxY + [V, X]) + [X,Y] = VY, deci
(VHit = V.
iii) Daca V! = V rezultd Vy X + [X,Y] = VxY adicd T = 0. Reciproc, din T' = 0 scriind relatia
precedentd rezulta V = V.

S17.3 Pe varietatea M = {(z,y) € R%; 2 > 0,y > 0} se considera conexiunea V avand nenuli
doar coeficientii: T}, = —%, I3, = —%. Fie campurile vectoriale X = xa% — ya%, Y = 3/8% si 1-forma
w = —ydx, Se cer:
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i) VxY, VY X, Vxw, Vyw,
ii) torsiunea gi curbura lui V.

Rezolvare i) Avem:

B ) o, . .0 o, 9o 9
VxY =aVoY - yVaY—xVa(y&U) V%(y%)—x(ﬂly)ax—y(ax)— Vg Vg, = 2Y
0 0 0 0 ;0 0 0

VYX—yVa(wax yay)—yV (896) y(a +F118x)—y(%—%)

Formula pentru derivata covarianta pe 1-forme este:

Vxw = wydek = (X (wp) — T4 X wq) da® (17.21)
si deci:

. 1 , 2
Vx(—ydz) = (X(—y) -+ F}lXZy) de = (y—;xy)dx =0,Vy(—ydz) = (Y(—y) + I‘}lYZy) dr = —%d:c.

ii) Torsiunea este anti-simetrica si deci: T} = 0. Pentru ¢ # j avem T} = 0 deoarece I'f; = 0. Analog
R=0.

S17.4 Se cere torsiunea si curbura in dimensiune n = 1.

Rezolvare Deoarece n = 1 singura componenti a torsiunii este T}, = —T}; ceea ce implica
Tl = 0. Analog, singura componentd a curburii este Ri;; dar R};; = —Ri;; de unde obtinem:
R}, = 0. Deci torsiunea si curbura sunt nule.

S17.5 Se considera varietatea paralelizabila M™ cu n > 2 si o baza {E1,...,E,} a lui 2 (M) ce
da paralelizarea. Se definesc aplicatiile V¥, V0 : 27 (M) x 2 (M) — 2 (M) date pe baza prin:

1
Rl R A 0O ._ .
Vi Ej = [Ei, Ej], Vg Ej = §[E“EJ]
ce se extind prin C°°(M)-liniaritate la conexiuni liniare. Se cere expresia acestor conexiuni liniare,
torsiunile lor si conexiunea simerica asociata.

Rezolvare Avem:

{ VY =Vyip,(Y/E;) = X'V, (Y/E;) = X' (X(Y?)E; + YI[E;, Ej))

Vg(Y = Xiin(YjEj) = X (X(Yj)Ej + %Yj[Ei, EJD . (17.22)

Pe baza data avem:
T*(Ei, E;) = [Ei, Ej], T°(E;, Ej) =0

si deci VO este simetricd iar TT(X,Y) = X'YJ[E;, E;]. Cele doud conexiuni au aceeasi conexiune
simetrica asociata: )
+s _ v70s _ -

VY =VYY = 5

(X(YHE; +Y(X")E; + [X,Y]). (17.23)
S17.6 Fie {E1, FEs, Es} sistemul de campuri vectoriale ce paralelizeaza R3 si aplicatia produs

vectorial x : 2 (R?) x Z'(R3): X x YV = Y2 (X*HYH*2 - X2y H))E; dack X = X'E,;, Y = Y/E;

i indicii de sumare sunt considerati modulo 3.

i) Si se arate ca x € Z'(R?),

ii) Fie D conexiunea euclidiand pe R*: DxY = X(Y/)E; si V = D + 2x. Si se arate ciceastd

conexiune are:

1

Z(X xY)x Z. (17.24)
Rezolvare i) T(X,Y) = DxY — Dy X — [X, Y]+ 3(X xY =Y x X) = X x Y deoarece D este

simetrica. i) R(X,Y)Z = 3(DxY X Z—DyX x Z)+ 1 (X x (Y x Z) =Y x (X x Z)) si avem formula

dublului produs vectorial: a x (b X ¢) =< a,c > b— < a,b> c.

T=x, RX,Y)Z=
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teorema de existenta si unicitate a bazei Frenet,
10

teorema Egregium, 60

torsiunea geodezica, 66

torsiunea unei conexiuni liniare, 79
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